Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 




UNIVER 




DU CALCUL 

INTEGRAL. 

Par m. le Marquis de CO^DORCET. 



Ethis principiis, via ad majora fteraitur. NEWTOif ^ in fine 
TraSatûs Je quadramrâ curvarum. 



A P A R I s , 

DE L'IMPRIMERIE DE DIDOT. 



M. Dec. LXV. 

Avec Approbation & Permijpon. 



\. > 



• h» . 



\ 



s 



JL-L 



AVERTISSEMENT 

I**. IVl. Fontaine avoit eu la bonté de me 

« 

communiquer , avant Timpreffion de fes Mémoi- 
res , le Théorème fondamental qui s'y trouve pag. 
14, &dont je me fuis fêrvi pag. 19, de même 
que rintroduéHon à la nouvelle Méthode de Cal> 
cul Intégral qu'on y trouve pag. 89. Sa troifieme 
Table , pag. 150, donne , pour le cas où lintégrale 
eft algébrique , les premiers termes des fuites d'é- 
quations qu'on trouvera ici pag. 54 & fuivantes : 
mais elles font ici réduites à un nombre fini de for- 
mes , ce qui eft eifentiel |>our ma Théorie. 

1°. La formulç de la page 71 jpour les difFéreh- 
ces finies a été doiàioée Ôc démontrée d'une manière 
très ingénieufe pour le cas ou * ne contient qu'une 
variable , par M. d'Alembert , d^nsjes Kecherches 
jur le Syfiême du Monde. On la trouve aulli dans les 
Infiitudons de M. Euler. 

3°. Les équations aux différences partielles , 
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iv AVERTISSEMENT. 
pour lefquelles je donne quelques principes , ont 
été d'abord traitées fous un point de vue différent 
dans la Diflèrtation de M. d'Alembett fur la caufe 
générale des Vents. On y trouve plufieurs de ces 
équations intégrées par une méthode très ingénieu- 
fe , qui joint l'élégance à la fimplicicé. MM. Euler 
& de la Grange en ont réfolu depuis quelques-unes 
par d'autres méthodes. Celle de ce dernier à une 
très grande généralité, & fon Auteur l'a appliquée 
à des équations très compliquées. 
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EXTRAIT DES REGISTRES 

de r Académie Royale des Sciences , 

Du 11 Mai i7<'5« 

xN O U S^ Commiflàires nommes par T Académie , avons 
examiné un Traité du Calcul Intégral par M. le Mar- 
quis de Condorcet. Cet Ouvrage eft divifé en deux 
Fardes , dont la première traite des équations difFéren- 
tielles aux différences infiniment petites , & la féconde 
confîdere les différences finies. Comme toute équation 
différentielle rfefl pas toujours fufceptible d*une inté- 
grale finie , que fou vent même elle n*admet pas une 
intégrale de Tordre immédiatement inférieur , M. de 
Condorcet s'occupe d'abord de la recherche des condi- 
tions qui doivent avoir lieu pour qu'une fonction , ou 
une équation différentielle propofée, ait une intégrale. 
Il traite cette matière de la manière la plus générale ; 
foit qu'on ait fuppofé , ou non ^ une des différentielles 
confiante , k quelque degré que montent les variables 
& leurs différentielles , & en tel nombre que puiffent 
être ces variables. 

Lorfqu*une équation eft fufceptible d'une intégrale , 
il y a entre cette équation & fon intégrale, une relation 
qui » quoiqu'elle foit une fuite du principe de la diffé- 
renciation y exige néanmoins de Tadrefle & beaucoup de 
connoiffances de calcul y pour être réduite en équation* 
C'eft cette relation <jue M. de Condorcet enfeigne à 
trouver. Mais cette relation donneroit encore peu de 
connoiflance fur l'intégrabilité de l'équation propofée ^ 
fi y par des réflexions ultérieures , on ne parvenoit point 
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à réd9irc l'efquatîoti , ou les équations qui expriment cette 
même relation^ à ne renfermer d'autres quantités quç 
celles qui appartiennent à Téquation propofée même , 
qui eft ici la feule chofe connue. M. de Condorcet ea 
vient à bout : cnforte qu*il réfout pleinement ce pro- 
blême général : Etani donnée une équation différentielle 
de tel ordre que cefoit , & qui renferme tant de variables 
quon voudra^ déterminer Ji cette équation^ dans l'état où 
elle ejlpropojee , admet ^ ou non , une intégrale d!un degré 
immédiatement inférieur. La folution qu*il donne de ce 
problême , joint au mérite de Tutilîté , celui de Pélégance 
Se de la généralité. M. de Condorcet remarque que les 
formules qui expriment \ts conditions cherchées ^ font 
abfolument les mêmes que celles qui expriment les condi- 
tions qui doivent avoir lieu entre pluheurs variables qui 
entrent dans une fonéiion intégrale indéfinie, pour que 
cette fon£bion devienne un maximum ou un minimum. 
Les queftîons de cette dernière efpcce ont été traitées 
par MM. Eulcr & de la Grange. M. de Condorcet fait 
voir que l'identité des formules eft fondée fur l'identité 
analytique des deux fortes de queftions. Lorfqu*un pro- 
blême eft poffible, c'eft déjà. avoir fait un pas utile vers 
fa folution » que d*avoîr démontré que Péquatîon difFé- 
rentielle qui Texprime , admet une intégrale du degré 
immédiatement inférieur. Mais il peut arriver fouvent 
qu'une équation fufceptible d'une pareille intégrale , ex* 
prime une chofe imponible , & par conféqucnt n'admette 
point d'intégrale finie. C'eft donc un travail fort utile 
que de déterminer dans quels cas une équation propofée 
peut être amenée à une intégrale finie. Cette recherche » 
qui paroît d'abord aflez épineufe, & qui en effet exige 
une certaine fagacité , trouve aflez naturellement fa fo- 
lution par la méthode de M. de Condorcet. Il n^cft pas 
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ncceflairc de trouver toutes les intégrales fucceffives, 
M. de Condorcet donne la relation que doivent avoir 
les parties de Tëquation propofée , pour que la condition 
demandée aie lieu. 

De ces recherches , qui tenferracnt un très grand 
non^re de réflexions utiles & d'opérations ingénieufes , 
M. de Condorcet pafle à la méthode générale de trouver 
rintégraled'une^ équation diiFérentielle propofée. Il exa- 
mine quel peut être le nombre Se la nature des fonctions 
tranfcendantes qui peuvent entrer dans cette équation 
intégrale , comment ces fooâ^ions tranfcendantes ont pu 
difparoître dans les diflTérenciations fuceflîves. II. donne 
les moyens de préparer des équations générales , repré- 
fentatives de Tintégrale , & qui » par différentes combi- 
naifons qu'il indique , puiflènt enfin devenir Téquation 
différentielle propofée. Ce n*eft que par la leâ;ure de TOu* 
vrage même , qu*on peut fe former une idée fuffifante de 
rétendue de ces métnodes : il nous fuffit de dire qu'elles 
s'appliquent à toute équation différentielle. 

IDans la féconde Partie , qui j comme nous Tavons déjà 
.dît j traite des différences finies, M. de Condorcet , après 
avoir expliqué la nature de ces différences , traite de rin- 
té^ation des équations qui renferment ces qiitntités. Il 
fait voir qu'on ne doit efpérer l^intégration de ces fortes 
d'équations y que dans le cas oii la fuppofîtion que la dif- 
férence foit infiniment petite les rendroit intégrables : 
mais cette condition , quoiqu*efIentielle , n'eu: pas la 
feule à laquelle l'intégrabilité foit affujettie. C'eft pour- 
quoi M. de Condorcet s'occupe enfuite de la recherche 
ces conditions néceflàires pour qu^une équation à diffë- 
renccs finies ait pour intégrale une fonâîon d'un ordre 
inférieur , & même une fonction fans difif^rences. 
A la fuite de ce travail , M. de Condorcet a ajouté ua 



efTai fur les équations dîfFéreticîelIcs qu! contiennent des 
diiférences partielles. On appelle ainiî les équations qui 
expriment la relation entre la difFérentiellc d'une quan- 
tité prifè en faifant varier quelques-unes de Tes parties feu- 
lemenc. M. de Condorcet donne les moyens de recon- 
noîcre dans quels cas ces fortes d'équations font intégra- 
bics , Se d'en trouver l'intégrale , lorfque cela eftpoffiblc. 

La nature des objets fur Icfquels roule cet Ouvrage , 
ne permet guère , dans un extrait , un plus grand déve- 
loppement fur la finefle 8c la profondeur ^s vues que 
fuppofènt les méthodes dont l'Âutcur fait ufage , Se qui , 
pour la plupart , lui font propres. Non feulement cet 
Ouvrage fuppofc dans l'Auteur des connoifTances de cal- 
cul très étendues , ôc qu'il eft très rare de trouver à pareil 
degré dans un âge aullî peu avancé ; mais il annonce 
encore les plus grands tafens , 5c les plus dignes d'être 
excités par l'approbation de l'Académie. Paie à Paris» 
ce 12 Mai 1765. Si^né, D'ALEMBERT&BEZOUT. 

Je certifie le prifint Extrait conforme à fort original & 
au jugement de t Académie. A Paris ^ ce 25» Mai ij6S. 

GRANDJEAN DE FOUCHY. 

Secretùre pecpécuel <1« l'Acad^îe Royale des Sciences, 
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J E me propofé dans cet Ouvrage de donner une mé- 
thode générale de déterminer l'intégrale finie d'une 
équation différentielle donnée. Je le divifc en deux 
Parties. Je traiterai dans la première , avec aflèz d'é- 
tendue , des équations difFércncielles ordinaires : je don- 
nerai dans ia féconde quelques principes pour appliquer* 
la théorie expliquée dans la première auîî équatioriy 
aux différences finies, Se à celles où une nlêhië TaH'V 
ble, égalée à une fonction de pluficurs autres ,a été 
fucceffivemcnt fuppoftc varier avec chacune d'entre elles; 
Partie I, . -- -■; '» A:'..-'1.' Î'-: 
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PREMIERE PARTIE. 

De l'intégration des équations différentielles 
aux différences infiniment petites. 

Jr Aa réfoudre , ou intégrer une équation difFéren- 
ticlle j j*entcns , trouver Téquation finie , qui , par un 
nombre de diffërentiations fucceûives égal à rexpofanc 
de Tordre de la propofée , la peut produire ; ou trouver 
du moins une équation finie , telle , que tirant de cette 
équation la valeur d'une d^s variables , & fubftituant 
cette valeur 'pour la Variable dans la propofée , celle-ci 
devienne nulle par elle-même. J'appellerai dans la fuite 
une telle équation finie V intégrale finie ^ ou fimplemenc 
VintégraU de la propofie. 

. J'entens encore ^ dans un autre fens y. par réibudre 
ou intégrer une équation difFérentîclle , trouver uneéqua-^ 
tion d'un ordre moindre d'une unité , qui , par fa -diSé- 
rentlation ^ produife la propofée , ou qui du moins la 
léfolve : & j'appellerai une telle équation VintégraU de 
la propûjce tfun ordre inférieur d^urue imité ^ ou iîmple* 
n^xit Ht V ordre inférieur. 

Si^ par des dliF^rentiations fucceflîves, une équatiom 
finie a produit une équation différentielle d'un ordre /i^ 
il y aura néceflairement un nombre n des confiantes 
qui entroieij^ dans les coefficiens de réquacion finie y 
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qui be fe tt&avtr»nt pluts dans ceux die l-équacloQ xUf*- 
fëreniielle ; &; par conféqoent , en tcfzSkot de cette 
équation diâerentiellc à Ton intégrale finie , les conf- 
tantes reftctont nécefTairement indéterfxûnées : il j aura 
donc dans Tintégraie finie un nombre n de conftaateg 
arbitraires ; & il ne pwirra j en avoir davantage. 

Mais fi îe prends le terme d'intégfoie dons le fkas fe 
plus étendu , c'eft* à-dire , pour une équation finie qui 
téfolve une équation différentielle propoféé^ il m*eft aifé 
de voir , avec un peu d'attention , que i Vil ne peut y. 
avoir dans les coefficiens de l'équation finie plus de conf* 
tantes arbitraires que Texpcfant de Tordce de Téquatiob 
ne contient d'unités , il fe peut faire au contraue qu'il 
y en ait moins , ou même qu'il n'y en ait pas du tout. 
Les intégrales , prifes dans ce fens y feront donc géné- 
rales ou particulières, & les fblutions qu'elles donnent, 
complcttes ou incomplettes.^Les intégrales feront géné- 
rales & les fblutions complettes , lorfqu'elles renferme- 
ront un nombre d'arbitraires égal à Texpofant de l'ordre 
de l'équation différentielle. Les intégrales feront parti- 
culières & les folutioris incomplettes , lorfqu'elles en ren- 
fermeront moins. 

J'ignore fi , en combinant à volonté, des variables &: 
leurs différentielles d'un opdre quelconque , il A'ârrivt 
pas fôuvent que k^fc>nâîofi ainfl formée ne foit la dil^ 
férentielfe exaâe d'aucune fonâion fiînieV ou mâmc d^au^ 
cune fon^ion d^un ordM? inférieur d'une tfnité y 6u qôé 
^équation .qu'en a en ^lant cette ' fonâfon- à ïâro , 
n'ait aucune intégrale , foit finie ,* fbit de l'oindre infé-* 
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rîcur , ou rt'cn ait que de particulières. Il paroît même 
naturel que cela foit ainfi. C'eft pourquoi , avant de 
chercher à intégrer une équation ou une fonâion 9 il eft 
à propos de s'afiurer fi elle a une intégrale, & pour cela 
de trouver certaines conditions dépendantes de la forme 
générale d'une fonâion ou équation différentielle qui 
aient toujours lieu ^ & qui n'aient jamais lieu que dans 
ce cas. 

Je divife donc cette première Partie en deux Se<flions. 
Je donnerai dans la première le réfultat de mes recher* 
ches fur ces conditions. Je traiterai dans la féconde 
de l'intégration des ' équations que j'aurai reconnu, par 
les méthodes de la première , avoir des intégrales finies 
poffibles. 

f 

PREMIERE SECTION 
De la recherche des conditions qui doivent avoir 

. lieu pour qu'une fon<£lion ou équation difFé- 
rentîelie propofée ait une intégrale. 

Je crois que toutes les recherches qu'on peut faire fur 
la forme que doit avoir une fon£lion ou* une équation dif- 
férentielle pour être intégrable ^ fe réduifent à celles qui 
font l'objet des problêmes fuivans , dont les quatre pre- 
jrniers rôuleiit fur les fonâ:ions | 6c les trois derniers fur 
les équations dififércQtieUes. 



Partie ï. Section I. 5 

Comme il n*y a encore que quelques Géomètres qui 
{c foient familiarifés avec la matière que je traite iciv, 
je crois qu*i] n*eft pas hors de propos d'avertir, i®. que 
par équation de condition , j'entends une équation qui 
doit avoir lieu pour qu'une fonâion ou équation diflFe- 
rentielle ait une intégrale. 2^. Que par équation iden- 
tique , j'entends une équation telle , que dans Ja fonc- 
tion égalée à zéro , tous les termes fe détfuifent. 3°. Que 
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Texpreflion ^ exprime la différence de y prife en ne 
faifant varier que x , & divifée par dx. 4.^^ Q^^Jiny 
exprime la dificrence de ^ prife en nefaifant varier que 
X ^ èc divifée par dx , ou la différence de -^ prife 
en ne faifant varier que y , & divifée par Jy , ce qui 
revient au même. Enfin que d -j^ exprime la diffé- 
rence de -j^ prife en faifant tout varier. Cette expli- 

catiion fufEt pour faire entendre la valeur de toutes les 
autres expreflions femblables. 

ProblêmeI. 

Trouver l'équation qui doit avoir lieu pour qu'une 
fond;ion différentielle d'un ordre quelconque de deux 
variables x ^ y y ou dx efl fuppofé confiant , foit la 
différentielle exacte d'une fonction des mêmes variables 
d'un ordre moins élevé d'une unité. 

Solution. Soit F" la fonftîon propofée , ^ la fonc- 
tion de l'ordre inférieur dont f^ doit être la différence. 
Je fais dans V & dans B dx =/ , dy =y , dp=zo ^ 
à caufe de dx confiant ^ ddy =: dj^ :=zc[ , d'^yy^i d^p^ 
t=^^=/ ^ d^yi=^<^p'=^d^(iz=:.df'^^ , & ainfî de 



s DuCalculikteûrai. 

fuite : j'aurai donc Vàc B fonéliaos de jc , y , /i , ;/, /, /, 
s\ &c. Ja dernière de ces lettres p\ /, /, 5', &c. qui fe 
trouve dans K ne devant pas fe trouver dans J? , parce- 
que B eft d'un ordre inférieur à f^j & tette fubftitu* 
tion me donnera moyen de diftinguer les p , p\ /, /, s\ 
Sec. qui fe trouvent dans ^ , de ceux que k cUfFéren-' 
tiation introduit dans dB. 

Cela pofé , j'aurai par la fuppofition ^ 

&c. & mettant dans cette valeur de ^pour dx^ dy^ 
dp\ d^^ dr\ &c. leurs valeurs, j'aurai 

forme que doit néceffairemnt avoir V pour être la dif- 
férentielle exaâ:e de k fondlion B. Pour parvenir à tirer 
de - là l'équation de condition que je cherche , je diflFc- 
rencie les deux membres de l'équation ci-deilus. Le 
premier me donne , 
dV^Ndx^N'dy^Fdp'^qdq'^Rdf'^ S'ds\ 

&c, 

où N^^'N\ P\ Q', /?', 5',^ &c. font des quantités con« 

nues« Le fécond me donne y 

/dB , ddS / , ddB , ^ ddÈ , tldB , . j 

Ti*p^7nyP'^didp'^'^dirLi*"^i;^;^y^^' ^* 



■ om 



ddB , ddB , . ddB j . ddB , ddB , ^ j 

i^xP'^i[^^P'^dYri9'^ird\{'''^7^/^^ ^^- "^y 

dB ddB ddB i^^dJB , ddB , ddB / 

dy "*" dffdxP "^ df'dxP "^ dp"^ ^ "^ dpdq "*" d/^d/ ^ » 
&C. dp' 
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43 , ddB . ddB , ^ ddB j ddÈ j , i^iJÏ /" 



icc. d<f ' 

i^ , ddB ^ , 7dB~J^^ i/iiB ^/ , rf^iJ_/ , ddB j 

3 



&c. <// 






ds' 



& réduifanc , en mettant pour les fuites qui multiplienc 
les Jx , dy , «//»', <^y, «/r , <ls\ &c. leurs valeurs </-t- , 

jJB £B .JB dB j4B àB ,dB dB V* 

^dy > dy~^ ^Tp*Tp'^''d^'» dj''^^ dr * d/ » *^^' 

j'aurai 



dB _ dB , , dB , . dB , . dB 



ÔCC. 



iî+^4J^/+ii <//. «ce. 

Mais paifqac F «t if, +^/-k4» /+4f /-h4^/ . 

&c. doivent être une même chofè , leurs différences 
doivent être égales terme à terme ; j'aurai donc 
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équations qui donnent les valeurs que doivent avoir JV, 
N\ P\ Q', K^ S\ &c. pour que V foit la diffërcn- 
tielle exa£te de B. Je remarque maintenant que , dan» 
cette fuite d'équations , le fécond membre de la pre- 
mière & de la dernière ne peuvent avoir qu'un terme, 

& qu'ainfi chaque ^ > -jp » -7^ , -77 , fe trouve dans 
une équation , & fa différence dans une autte. Met- 
unt donc ces équations fous cette forme , 

ày ♦ 

ay ûp •• M 

* 

j'aurai, en retranchant alternativement l'une de Tautre, 
^'_- dF-^J^q-.d^R^^d^S', &c.==o : équation 
identique qui doit avoir lieu pour que V foit la diiFé- 
rentîellc exa£te d'une fondlion d'un ordre inférieur d'une 
unité , & qui eft par conféquent Téquation de condi- 
tion cherchée. 

Problème IL 

« 

Trouveu les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu^une fonâion difFérentielle d'un ordre 
quelconque de deux variables x ^ y ^ovl aucune des dif- 
Âhrences premières n'efl fuppofée confiante , foit la dif- 
férentielle 



1 
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fôrentîclle cxzékc d'une fonâion des mêmes variables 
d^«iti ordre moins éievé d*une unité. * 

Solution. Soit, comme ci - deflîis , 7^ la fonâion 
diffêrentielle propofëe , B la fonâion d'un ordre infé* 
rieur tlont j^ doit être la différentielle exa6be : )e fais, 
comme dans le problême précédent, dx=2p, dpx=zq^ 
dqz=iry drzziSy &c. dy=i^p\ ^y=j^,^y'=:/j ^/= 
i^ &c. & -S & F" feront fondions de:c,y,/?, y^r, 
5 , &c* p\ ^y /, /, &c* les dernieces de ces lettres qui 
fe trouvent dans ^nefè trouvant pas dans B ^ parceque 
B doit être 4'un orxlre inférieur d'une unité. J'aurai 
donc par la fuppofîtion , 

r=iB=^dx^i^ir^^i,^i^dr, &c. 



& fbbftrcuanc pour ^*, dp^dq^.dr^ &c. leurs valeurs 
/»» 9» ^» ^» &c. & pour </y, «//', <//, dr\ &c. leurs 
yaleurs //, ^, /, /, &c. ^aurai 

rr dB , dB . dS dB 

^=^P'^7F9.-*'-dT''-^^'^ ^''' 

dS / , dH ê . dB / . dB j 0_ 

P -+"1^9 -^17' -^-dV S, Sec 



dy r dp' T ' d^' ' dr 

forme que doit avoir f^ pour êtrç 110e différentielle 
exaâe. 

Maintenant pour avoir les équations de condition j 
|e prends , comme dans le problême précédent , la dif- 
férence de chacun des membres de l'équation ci-deiSus ; 
& fai d'une part . . . , 

jy=zNdx-¥^Pdp'\-Qdq-^Rdr-\-Sds, Uc. 

^ ^N:dy:^p:dji^(^di^Rd(^yds'^ SLc. 

Partie I. B 



bi iV-, Py^*R^ ^. &*• ^'* ^» ^» il';i\&c; 

font donnés ; & de l'autre , ca réëuifant comme eî* 




Mais peif^neK dolt^rc «nt taêma <*©fe.<iuc 

• . ^ —1*. >/i— t- -rHr~ï — a « OwC«. 



Icars différences doiveat être égales termcVtértoc.faa» 
ïai donc ^cos deux fuîtes .d^é^iïatioiis 

•'^ — 77 ^^'^ dp ^V ^P . 

^ dB jdB /Y ''B _.j£S.^ 



g, dB ^f 

ar 



dB 
d¥ 



éqtmtioiis qui inc donûent Ids/oiriies que hÀstax a«roir 

if. i»» qT*;^^» ôt<^- ^> ^'» ^^ *'» ^'- ^- p**^ 



F JL ». T I ï I. SECTION I.f 1^ 

que y Coh une difFérenticllc eK»(l):ev Je rcstva^quff «(i&i 
daos CCS fui^ft 4*^<}uaiîio»s , cluqqc ^» "TT» "5^ i 

dB 4B dB iB> dB . /. 

7T^ «^^- o«77t W- ^>T?' 6CC. fc trouve une 
fois, ÔC (à difF^reacç une amre fois, jwceque chaque 
première équation 8c chaque dernière n^ont qu^un terme. 
J aurai donc les i^quatloDS 

équations identiqjoes qui doivent avoir lien pour que 
^foit la différentielle exadle d'une fon£bion B. C. Q» 

F.T. •..•',. • 

^ P IL <J P L s W B in, 

TroVvïr ks équations de ci>nditipa ppojr qvi*unc 
foocflion, différentielle d'un ordre quelconque ^ & con- 
tenait TOT nom b rg quelcongiic de Tariables . ^:i JK > «^ , 
Ijécc. foîrlà dilfiéreritîdte çïaâè d'tt»e fo^ d'un 

ordre inférieur, d'une ^nifé. 

SoLUTioM. Je ne mets ici ce problême , qui^n'a au^ 
Cmiç difiîptilté aptes ce qp'oo a va ci-d^flftiS', «qtw p<«r 
expliquer comment Iji méthode i^ge jV difev&ée 
deux Y^riâbles s'étçhd i un nombre quelconque. 
' S^ ,4^QC fo^l^H f^ U ^a^on i^rfipoféP 9 -S f<^ 
intégrale : je fais ' ^, , 

J^ =2 ^ ^dp ±:z q ^ dq = r , dr =' s , &d 
.; ^^;;= / ,; ^ ==;/, <if jr' PS r' , ^/ =p / , &C- • . 

ku =i=: /, ^/= J^, df=m f\ dT"z:tx /, &€. 
dl ±= /'/J/':^ ^, df^ 1^, ^/W 4^, aCC. . 



ït D Û C A t C U L I K T B G K A t; 

êc ainfi de fuite ; & j'ai 

dB dB 'dB ^ dB 



y^dB=.^ p^-j-q-^^r^ -j^^,&C 



dx r ^^ dp ^ dq 

dB / . dB j , dB i , dB 



^* «f_i- ^^V-L- -ÎLE. / -1- * ^ • /^r • 
rf* „ . dB j, , 4fB jr , àB n 



/-*-55^/+^'^-+- î^^%&<=- 



&C. 

forme que doit avoir V pour être une différentielle 

cxa£le. Faifant donc les mêmes réflexions que cî-deflus, 

j^aurai 

dyz=^Ndx-hPdp ->t-Qdq -k-Rdr -^Sds , tcc, 

N'dy ^Pdf ^ qdtf -4- RV/ -H 5V/, &c. 

N"du -h F'df -\- Q'd^ -h /i*<i / -H S'Js' , &c. 

N'^di-^P'"dp'"->rq;'d4"^R''di^-\-S"'dd\ &c. 

&c. » • ' = 

rf« j , dB . ,iB j , dS , jdB 
-j— dX-\--} h d-y- dp -4- -J— 

dx ix if I df- 



■ d-r- dr -4- 4^ » » * ds y &C. 



jdS J ■ dB , jdB ,_, . dB , jdB jj 
^# . ,dB,,. dB 



.J^J/^-Ji. . ..J/, &c. 



jàB J ^ "75 ! , dB jm . dB ^_ idB jjt 



dB . f ^B f « . dB 



^ ^<^^d^^^ . . . ^/. &c. 






rfc «ce. 



^ > 
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fe comme ces deux valeurs àc dV doivent être ëgales 
terme à terme , j'aurai autant de fuites femblables d'é- 
quations , que j'aurai eu de variables ; & chaque fuite 
me donnera une équation de condition de la même 
forme. J'aurai donc les équations identiques 

N ^ dP ^ ddQ — d^R -h d^S , &c. =0 
JSf' _ dP' ^- ddq — d^K -4- ^4y ^ &e. =0 
N' —dP" + dd(l^ d^BH ^. 1/45% &c. =a 
N''-^dP'' ^ ddq;'^ d^R'-^ d^S\ &c. =0 ^ ) 
& ainfi de fuite pour chaque variable, C* Q. F. T. 

Remarq^veI. 

En fuivant l'analyfe du problême précédent , il eft 
aifé de voir que , fi une des différences du premier ordre 
eût été fuppofée conftante ^ on auroic eu les mêmes 
équations de condition , excepté celle qui fe rapporte à la 
variable dont la différence a été fuppofée conf^nte : en- 
forte que » fi aucune différence n'efî fuppofée confiante 
le nombre des équations de condition efl: égal à celui 
des variables ; autrement il lui eft inférieur d'une 



R E M A R Q^V E II. 

- m 

LoRS<inB r=âB , r eft nëeeffiirement de la 
forme -g;, + if , + ^ , + 4? . «^. ■ 



dp 'i ^ dq ' -^-77 



i£ B»_i_ *^ J». dB j,- dB # . . •. 
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On en aurait donc {m coadiire d'abocd , qiie . Ie9 
dernières différences qui ne £r tixwvent pM dakns ^ ^i 
ne peurent être dans f^ que fous une forme linéaire : 
mais cette condition cft renfermée dans nos équations 
de condition* £n effet , fi les diflTérences les plus éle* 
véâs fe trocm>ieût dans^ les derniers termes de la valeur de 
J fTy qui donnent lei derniers termes de ces' équations y 
il ny auroi« alors aucune fonâion dans les termes pré- 
cédens y qui pût donner dans Téquation des. différences 
auiU élevées que celles que prodtNfeoc ks difFérentiarîoas 
de ces derniers termes i & par conféqucnt on ne pour- 
roit faire difparbîcre ces difFérences , & Téquation ne 
faurbit être identique. 

R £ M Ji R Q U £ m. 

:/ CfVX qui eonnotdènt les équations de condkiioa qif a 
donné M) Fontaine pour ks'é^uations diâTéreotiellcs du 
premi^f ordre , ne feront peut -* être ^s fâcbés de vocf 
td Ifidtntttè de Çt^ formoies &; dics miennes , quoique 
traimées )pâr des médiôdes tofit^ ^ffi^érefi^^^ 

M. Fontaine jr da^n s. fa, première- métHode de calcul 
intégral , démontre [Tfiéo. 2 '& 3^ \ que ,. fi une fonction 

'- A4st -\^ Sày"-^ Cdu^ DdXi 
p^ exempté, A^ JS ^ C^ JD éta'nt^^s fon^bions finies, 
efl la di^éreotiell^ e%a£be d'^ne fcinâiofi 6mc des mêmes 
vâftalbk*', ^oû à leS équations identiques \ • '" 

dA-^ - de .^ dA^ *dC \dA' , d\D dS. dC 



'^""^ dx "k du *dx » ^d[ dx ^ du — dy 

dB,^_y^. d3 dû _^dD . ^ ^ '" "^ ^«. 

di' ^ ' df^ d[ ^ du 



• . w V 



' Or 9 datK re cas [ Problêcne 3 ] tuoos. avoâs > 

& pour équations de condition 

N — dP = xD , ou , mflttflintjpour Nk, P leurs valeurs 

/ dS dA \ M ^ *dÀ , M/'dD Ta 



dA dC . / 75 ■ d£ , ^ Û^ . tdt 

^ du d$c * jku Âx * o^** ' l'j 

J&: renfîn 
N''—dP'^=zo, ou 



.,Mai5 les/., /, f^p'\Mt fe jrpuveat pas.daxis.^/jX,, 

jC^.D ^ ^ Jes ëcjuafiiofis Cl -^de(^u6 doivj^jpt êtœ idçrnj- 

gues: donc chaçtK) dbs-çeeâfoiens dej?,^^, r>'^, jj>^'^ doit 

'I6tfc nul par lùi-mênie : donc^roîs qpélconquei de mes 

équations donnent Ja .quatrième Se les fîx ide-la coé^ode 

dé M/JFopjtaine^ , ' .. ~ 

*11 en feroit de*même'pour tout' autre nonibrc de va- 
riables* . ^ ^ 

Si la fonûion c^ j^^té Aâf r^ B dy^ on n^iiufQit ei) 
pour équations que ^ ., N ^—.it,P'±:z b 



/ 



dA dB^ 
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ce qui ne donne que Téquation de condition connntie 

dy^ ^"^ dx 

Remar(iue IV. 



Les formules des équations de condition que j ai 
données dans les problêmes précédens , font identique- 
ment les mêmes que , dans leurs excellens Ouvrages , 
MM. Eulcr & de la Grange donnent pour les équa- 
tions qui doivent avoir lieu entre les variables 9 pour 
qu'une fonélion intégrale indéfinie fV foît un maxi^ 
mum ^ ou un minimumn Cet accord eft fondé fur une 
identité analytique entre les deux queftions que je vais 
expofer. 

Voici d'abord le procédé de M, de la Grange. 

Soit /f^ une fonélion intégrale indéfinie , qui doit 
être un maximum ^ ou un minimum. Je fuppofe que 
V devienne en général V -^ ?^Vy dans le cas du wi- 

nimum^ ou maximum ^ JV^T^V devra être fV^ tc 

par, conféquent d ^= o* 

dK = NJx -^ Pdp -^ QJq ^ Rdr\ &c. 

-H- N'dy -H JPy/ -*- Q[dq' + Rdi\ &€• 



(C par conféquent 

ZK =^ NZx^PZp -4-Q»^ H-22ar, &c. 
N'dy -f- P'àj/ -4- q^^^Rb/, &c- 



N^ P, Q., Ry tac. N\ F, ^, R, &c. reftaot ton- 

' y jours 
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}ours les mêmes , & les dir^ "dp], d^, dr, &c. Ôy , 
'dp\ 5/, ô/, &c. étant des différences abfolument 
indépendantes de celles qui le trouvent dons K. 

Mettant donc pour/;» f > ^» &c. p\ q\ /, &c. leurs 
valeurs, j'aurai 

H- Nï^y-V-Fàdy-^qàJ^y^R'dd^y^ &c. 

— +^ • • • • • • n^ o * 

équation qui doit erre identique. Je remarque main- 
tenant que , par rapport aux différences affeâées de la 
caradériftique d auxquelles fe rapporte le figue /*, cette 
foQâ:ioa eft intégrable par parties j & Péquation devient 

alors jr-4 d x^ B 'à y -+- &c. -+- Z = o > 
Ay B ^ &c. ne contenant point de d:)ip ou 'dy^ii paj: 
conféquent n*étant plus réduâibles : j'aurai donc , pour 
qu'elle puifle être identique^ ^^ ^ ^ &c. nuls par euxr 
mêmes » & confëquemment les équations A ^= o ^ B 
=; G , &c. entre les variables : j'aurai auffi chaque terme 
de Z égal à zéro. Mais comme ils ne font plus fous le 
ligne d'intégration , il fuffît que ces équations aient lien 
pour chaque valeur de jTF! 

Je fuppofè maintenant que F'dQive être une. difiëren- 
tielle exaâe , F"-f- ?>f^yèc par conféquent d f^ feront 
auffi des difFércntielles exa6bes par rapport aux différen- 
ces affcdées de. ht ramaériftintife d. Mais intégrant 3 y 
par parties , j'aurai , r ^ 



JATXx^Bày'^&Lc.^Z. 

Donc lor/qw V ftf* |inp:4i^€tttiplkî eaaélc^ A^ JST, 
Partie L ^ Q 
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&c. feront nuls ; & j'aurai les équations identiques A 
= o , j5 = o , &c. 

hçs formules des équations de condition doivent donc 
être les mêmes que celles d^s équations qui doivent 
avoir lieu entre les variables , lorfqu'une formule inté- 
grale indéfinie eft un maximum^ ou un minimum. 

' Si y dans le problême de maximis & minimis , A , 

^B , &c. étoient nuls par eux-mêmes j il n*y auroit 

donc aucune équation néceflaire entre les variables ; ce 

qu'on fait d ailleurs. Voyc^ rOuvrage de M. Euler j 

Théorème premier. 

On voit auffi que , dans le même problême , il y a 
autant d*équatîons entre les variables, que de variables: 
d'où il fuit que le problême n'eft poffibic que lorfque 
ces équations fe réJuifent à une de moins. En effet, 
tout problême oîi Ton traite des formules qui renfer- 
ment des diffîfrentiellcs des ordres fupérieurs j n'eft pof 
fible que lorfque , fuppofant une des différentielles conf- 
tante, la fonction ne change point; & cette condition 

réduit les équations à une de moins : car , dans ce cas, 
fi toutes les équations* de condition , hors une , font fup- 

pofées avoir lieu, celle-ci en fuit néceflairement. Voyc[ 

ci^dejjus , Remarque 1. Voye^ tOuyrage de M. de la 

Grange, N^. VIII. 

Problème IV. 

Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu'une fondlion différentielle d*un ordre 
quelconque & comprenant uii nombre quelconque de 
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variables , foie la différentielle cxaûe d*unc fondiott 
finie. 

Solution. Soit , comme cî-dcflus la fonction pro- 
pofée K; B la fonâion d*un ordre inférieur d'une unité , 
dont V doit être la difFérentielle cxadle /i?' la fonction 
d'un ordre inférieur , dont -B doit être la difTérentielIe 
cxa£le ; B'' la fonâ:ion d*un ordre inférieur , dont -&' 
doit être la difFérentielle exade ; & ainfi de fuite juf- 
qu*à l'intégrale finie. 

Je fais 

N'dy 
N'du 



• ) 



& fai 1°., par k Problème UI,. pour Ia,variablfe x^Vé- 
qpation de condition 

• N—dP^d^^Ç^ — d^R-k-d^S.S^c. = o, 
8c une équation (emblable pour chaque autre variable. 
Paî 1^ par le mênje Problême * pour la\ variable x ^ 
I^quation de. condition 

Mai$ [Prob.II.] >'= -^^ '^^ 






^ < 



Q dB 



Cij 
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J'aurai donc -j| =P— «/Q-h«/»lf — Vî^, &c. 






dq 
dB 



R — dS, &c. 
S, &c. 



dr 

Se fubflituant ces valeurs dans l'équacioii 

il en réfultera l'équation de condition 

P — idQ-{- ^d^R^.^diS^ sec =s Oi 
Se j'aurai pour chaque variable une équation (èmblable. 
3^. J'ai ^ pour la variable jc, l'équation de condition 

dBf j dB' . j, dBf . 

qui, par le*N". x , devient • 

, dB 'j ^**_L-.^t *^ Ar^ W 



4//1 </^ «^ dr 

qui , ea faifant les mêmes fubiHcucions. que dans k N^t 
précédent pour -7- ^ 17 > ^> *^- d^^i^** cnfia. • .? 

& j'aurai une équation de coiiéhion Hîmblable pour 
chaque rariable. 

On voie aifémcnc que '\p^ puis continuer les mêmes 
opérations jufqu'à ce que ffi/pàfvienne à une fouâioa 
finie , & qu*ainf] > fans avoir beioinrxle connoître J?, B\ 
B!\ &c. j'aurai les équatioii2i de condition cherchées» 

REVLAti<lUE I. 

II fuit de çç qui précède, que j'aurai autant de fuites 
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^•équations que de variables , à moins qu*il n'y ait tibd 
différentielle fuppofée confiant* ^ & qu*aIofs H y eiï 
âora une de moins. Le nombre âts équations fêta, 
dans chaque fuite , égal k rcxpofant de Tordre des dif- 
férences ; cnfbrtc que, pour la variable x , par exemple, 
k première fera 

lai' P—i^Q-+- 3^*11 — 4^55, &c. • '^ =^0. 
hy Q~idR^6d^S ^ ècc. . • . . =o, 
& ainfî de fuite , les coefiîciens étant , dans la première , 
les nombres conftans , dans la féconde , les nombres' 
naturels , dans la troifîeme , les nombres triangulaires , 
les nombres pyramidaux dans la qujitrieme; & ainû de 
fuite. 

Remarqi/êIL ^ 

Il fuie des valeurs que }*ai trouvées dans le Problème ; 

précédent poor les ^ *,7^ » 7f » lîT » ^^' ^^^ » " 
f^eft une différentielle exaûc de S, j'aurai 
K=s=P — dQ -h J^R — SS , Su. dx 

Q^ dR -i- d^S, iCc. dp 

R — «^5, &c. . . . [. dq 
5, &c. • ... • dr 



F— dq -h d^Rf-^dt Sf , &c. dy 

■^ (^ — dR' -j- d^S , ace; V • dpf 

R'—d^S', &c. . • ' • ^ d^ 

Sj &C. . . • • ♦ d? 
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continuant de même pour chaque variable : & pour 
avoir la valeur de -ff , je n'aurai qu'à intégrer la fonc- 
tion précédente , comme différence d'une foniîiion de 
^, P^ 9y ry Sec. y^p^ /, /, &c. 

Si j'avois iF^ égale à la différence d*un ordre quelcon- 
que d'une fonction finie , je n'aurai , fi , par exemple , 
la fonction efl du troifieme ordre , qu'à intégrer la fonc- 
tion Ri^x-^ BIdy -h B!'du H- R"di , &c. 
ou Sdx-\-. S'dy -h S" du -H S'Vj , &c. 

fi elle eft du quatrième, pour avoir cette fonction finie ^ 
à laquelle il faudra^ ajouter les confiantes convenables. 

PHOBLEME V. 

Trouver l'équation de condition qui doit avoir lieu 
pour qu'une équation difFércntiellc à deux variables x 
& y , où aucune des dîfFérenticUes n*efl fuppofée conf- 
tante, ait une intégrale de l'ordre inférieur d'une unité. 

Solution. Soit fait , comme ci-deflîis , dx =zp ^ 
df^q^ d^=r^ &c. dy^p\ dp'z=iq\ dq' = i^, &cc. 
& que l'équation propofée foit f^=o. Je fuppofe que,* 

multipliant P^p^r ui ^ fonction de x ^ p y y, r, &c. y ^ 

p'y q'y /, &LCf ÀV devienne une difFérentielle exaâ:e ; 

& il fuffit pour ceja de faife A = -y , B étant une 

fonction «quelfonqiie dp l'ordre inférieur.. J'aurai donc, 
par le P/Tqblême I ï / en_fviifant. ^ . ... . ^ 

dF:=^ N^;^ -^.i" dpr^Q^^ &C. 



:^'dy.^Fâp':Ar^Qdq'-^Rdr\ &çc. 
& dA=: l^dx^-i- îjdp^ -^dq-^- vdr^ &C. 

j^'<y.-+- dV/^ -^'^/-^ pV/,.&c. 
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les équations de condition 



N dP 


-^d-(l- 

dA-^q 


•^^3/?, &c. A P 


-i^Q-h 


là'-K, &c. 


— ^dRy Sic, d^A- 


-jR, «ce. 


H-N — dY\ 


-h d"--^ — 


•</'P , &c. V — n- 


— •Ld"^ -H 


d^V, &c. = 


dA-h-¥ 

— o 


— 3<^P , &c. d'-F- 


- P , &C. 


id^H!, &c. 
</M, &c. 


dA -h <2' 


■d^R\ &c. A P' 
idR, &c. d^A- 




H- N' d^ 


-t-^^-*' 


d^i ^ &c. F— n'- 


-xd-^' ->r 



3^^P', ôcc. ^KH-i[^'— 3^P', &c. d'-F—V^ &c. 

équations que fe puis toujours rendre identiques en faî« 

fant y^ = -yT. 

Pour avoir maintenant Téquation de condition que 
je cherche , je remarque que Téquation ^= o ne peut 
être intégrable , dans quelque fens que ce foit , que lorf^ 
qu'une même fonâten égalée à zéro rend VSc B nuls 
en même-tems. Mais s*il y a une telle fon£bion , elle 
rendra aufli égaux à zéro les membres des équations ci- 
deffus, qui font multipliés par V^ ^/^, d^^^ &c. & 
il efl: clair qu'elle ne peut les rendre nuls dans aucim 
autre cas. Donc , (î l'équation eft podîblc , la fonârioa 
afFeélée de K dans chacune àcs équations ci - deffus 
fera nulle par elle - même , ou deviendra telle , en faifant 
égale à zéro une fondfcioa qui rende f^ = o ; 6c il ea 



a4 Du C A L C U t I N T E <5 R. A L. 

fera de même du premier terme de ces équations , qui lui 
eft identiquement égal. J'aurai donc les deux équations 

JV ^ éiP^d^Q — ii^R, &c. ji^ F — zJQ 



3^^/î, &c. dA-i-Q^^iiR , &CC. J^^ — K, &c, 

iv/_ dv'^d^q^ — d^R, &c. 4 — F^zdq 



id'-R^&cc. dA^Q—^^dR^&cc. d^A^R\ &c. 
i/^-4, &c. := o: 

équations qui feront identiques , ou auront lieu en même- 
tems que l'équation ^= o, lorfque celle -ci aura une 
intégrale. Donc éliminant A ^ faurai une équation oii 
tottr fera connu , Se qui fera identique , ou aura lieu 
en même - tems que ^ = o , toutes les fois qu'il y aura 
une fondioa d'un ordre inférieur ^ qui , égalée à zéro , 
rendra r= o. C. Q. F. T. 

Remarque. 

Si j*avoî» fuppofé 

dAr=^[mdx^iP]dp^[(^Uç^-h[R]dr, sec. 

^lA'idy^iFW-^lQWM^l^''^ &c, 
-&:que j'euflê fait égal à zéro, dans les valeurs de [P]^ 
{Q]> [*] , ^c. [/^] , [^] , [R] , &c. k tcrtïif 
multîpltë par V^ le réfultac eût été le même. En ef&t^ 
ce terme ne peut être nul en même ^ ceint que f^ , que 
iorfqae Véqoation F 3= o cft poiîblc Cette remarque 
me donnera lieu de ftmpUfier les cakuls dapi les Pra- 
bliêoDca fvivans. 

Pr.OBL£M£ 
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Problème VL 

Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qii^une équation différentielle d*un ordre 
quelconque , comprenant un nombre quelconque de 
variables , ait une intégrale de Tordre inférieur. 

Solution. L'analyfe de ce Problême eft précifé- 
ment la même que celle du Problême précédent , qu'U 
cft facile d'appliquer à un nombre quelconque de va- 
riables. 

Soit donc les variables Jr , y , «/ , ç , &c. Péquation 
V'=zo. Je fuppofe que A ^devienne une différentielle 
exa£le ; ce que je peux faire toujours en fuppofant A 
= "TT . Paurai donc , en faifant 



dAK=^{Nyx^{P^dp ^{Q:\d<j^\R'\dr, Sec. 

[Nyy^[Pqdp'^[Qr\d^-h[R]d/,&cc. 
[N'yu -H [/^J df^ [Q'] df^ [R'] d/' , &c, 
[iV''']<î -H [P''] df -h LQ'"J df^ \m'\ d^\ &c 
des équations de condition , femblables à celles du Pro-;- 
blême III : équations qui devront erre identiques , ôC 

auxquelles je (atisferai toujours en faifant A =: r-y^ 

Mais commcN Téquation ne peut être podible^ que lorf- 
qu*une même fonction , égalée à zéro , rend nuls B ic 
V tx\ mêmc-tems, Se que toutes les. fois >qu'il y a une 
telle fonftion , elle rend auflî nuls les termes multipliés 
par F dans les valeurs de [A^], t^J , [QJ^ [^], &c. 

lXi'\. ^. IN'' h l^'U [Ql.lR'h ôcc. il -cft 

Fanie I. D 
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clair que , fuppofanc ces termes tels dans les équa* 
cions de condition qui (ont identiques » la fond^ioa 
qui reftera , égalée à zéro j donnera une équation iden* 
tique ^ ou une équation qui aura lieu en même-tems 
que /^ = G. Mais , dans cette fuppofition , les équa- 
tions de condition deviennent 



A^_ JP^d'Q^d^R, &c. A^ P -^zd<l 



id'-R^ &c. dA^(l-^idR,Uc. d^A^R, &c. 
d^A, &c. = o 



iV'— dF^ d-q— d^R\ &c. A^ F— zdq 



id^R\&cc. dA^q-'idFy&Lc. d^A^R\ &c. 
d^A^ 8cc, = o: 

JV''— dP''^ d^ Q'— d^R\ &c. A — F'-^zdq' 



3 ^^ A^ &c. dA H- Q''— 3 i/iî', &c ^*^ — A", &c. 
d^A, 6cc. 

i^m^^^m^ d^(^^_.d^^, &c. A^-^F'^^idq;' 



Sd-R', &c. dA'\-S^--^idR^, &c. d^A^R\bLc. 

d^A^ = o; 

& ainfi de fuite pour chaque variable. D'où éliminant 
A , j'aurai des équations ou tout fera donné , qui feront 
identiques, ou auront lieu en même-tems que V=zo^ 
toutes les fois que cette équation fera poflible , & qui 
ne pourront être telles que dans ce cas. C. Q. F. T. 

Rkmar<iueL 

, S I aucune diâPérentielle n'eft fuppofée conftante , le 
Aombre des équatibos de condition iera égal à celui des 
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irariables diminua d une unité j & fi une des difFéçôi^-* 
tielles eft fuppofée confiante y ce nombre fera celui des 
variables diminué de deux unités ; & la même chofe 
aura lieu pour les équations dqi|a forme Aélx -^ Bdy 
-+- Cdu^ &c. = o ( Remarque III, page 15 }. 

ReMAR(IVe II. 

Toute équation qui fatisfera aux conditions du 
problême fera poffible , c'eft-à-dire , admettra une fo- 
lution complette ou incomplette. Pour diftingucr ces 
deux cas, je remarque i^* que , pour que la folution 
puiffc être complette , il faut que les différentielles de 
rordre k plus élevé puiflènt être mifes fous une forme 
linéaire,, & que les équations de condition xju'on trouve 
pour cela par FaJgf^bre ordinaire foient identiques» £n 
effet, quand d'ailleurs* elles rendroient f^= o, comme 
elles ne contiennent pas d^arbitcaires , & qu'elfes font 
d\m ordre inférieur , elles ne peuvent fournir de folu^ 
tJons complettes. 

a^. St. cette' condition a. lieu ^ il faudra tirer de la 
pcopofée toutes les éqjuations linéaires qu'elle ren£erme^> 
prendre. ppujT chacune à parties équations de condition ,. 
& la ibkMdon: pourra êtxe complette , lorfque , fubfti- 
tuant da^ c^es éqpationa* la valeuv d'uivr des plus hautes 
différences ^riiie; de la pr<9^pof4&^ pou^ (a,,flifférencc fu^ 
périeure, fa valeur tirée d'une, équatioir formée; ^ éga^-i 
lant à zéro la difSéretitielIe dç H pXPpofée , & ainfî de 
fuite , les équations deviendront identiques , ou le feront 
par eUes -mêmes ^ ciar alors cette valfeur , iubftitufe d:^ns 

D ij 
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dB y rend dB =z o ; & conféquemmenc A:=i^ 

vient d'un ordre inférieur ii B : &c intégrant -/^ f^, on- 
a une intégrale générale. 

Dans tout autre cas ^ittntégrale ne peut être que par-^- 
ticuliere ^ car , dé ce que la valeur de la différence fu^* 
périeure , prife de la propofée ,, ne rend, pas dB = o ,. 
aucune fon£tion du même ordre , égalée à zéro , ne peut 
rendre J^Sl dB nuls en même- tems , & par conféqucnt 
aucune fonélion de Tordre inférieur qui contienne une 
arbitraire. 

Il cft clair par là nature du Problême , & Pon verrx 
en en fuivant Tanalyfe , que les équations de condition 
qu*ôn trouvcroit en fuivant pied à pied les opérations, 
indiquées dans cette Remarque ^ font contenues dànr 
les équations dé condition générales du Problêine , Se 
qu'aînfî, plus Amplement, Téquation propofée admettra 
une folution complette toutes les fois que les équations 
dé condition feront identiques , ou le deviendront en 
fubflituant , pour les différences de Tordre de Téqua- 
tîbn , ou d*tin ordre fiipérieur , leurs valeurs tirées de 

/^r= o , dJ^r=^ o , &c. & n*en admettra que dans ce 

cas, ce qui efl: évident par foi -même; car alors on aura 
une fonÂion du même ordre que V\ qui étant égalée 
\ zéro , rendra ^ & ^ = o ; & Ton n'aura pas befoin 
ié recourir à une équation d un ordre inférieur , qui» 
lîende V:=o. Donc, &c; 

R E M A R d U E IIL 

Salt une équation dx-^ Ady-hBdi^iO, : ASd 

k 
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S étant des fondrions finies , j'aurai V z=i p^ A/ 
Bp"::=. o y & les équations de condition 



N—dP I^' — dP' 



F — P' 

N — dP N''—dP" 



P T" P" 
où mettant pour iV, PyN'y Fr^'\ P\ leurs valeurs ,, 
& éliminant p qui refte à Taide de Téquation p-^- Ap' 

-f- Bp'' = G , je xi*aurai plus que Téquation 
ji dB j. dA ^ dA dB 

dx dx d'i dy ' 

qui eft. celle de M. Fontaine, &'qui fera identique lorf- 
que la propofée aura une intégrale générale , 6c aura lieu 
en même - tcms que la propofée lorfque l'intégrale ne 
fera que particulière.. 

BEMARdUE IFl 

Soit F^ du premier ordre,. & à deux variables feu- 
lement : on pourra tou}ptirs mettre la propofée fous la. 
forme AJx -+- Bdy =0 1 cas pour lequel ( Rcmar. I. ). 
11^ ii'y a pas d'équations de condition : d'où je conclus 
que , quel que foit A 6c B^^ cette éq^uation admet une 
fblution complette. 

Si pourtant on vouloit le démontrer directement , voici 
comme il faudroit s'y prendre. Le Problême II donne ^^ 
d'ans ce cas., l'équatioà de condition 

N — dP N'—dP' 

Faifant di(paroitre les dénominateurs , & multipliant: 
par pf^ y elle devient _^_^__« 
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Mais à caufc que les dx , dy fe trouvent toujours S 
une même dimenfion , on a a ^= Pp -H P'p , ^ dé- 
iîgnant cette dimenfion. Donc , puifque ^ = o , Pp 
=z= — Fp' ; & l'équation précédente devient 

Np-^N'p' — pdP—p'dP = o. 

Mais* . d^^Np-^U'p-hPdp-^-P'df/ =:o. 

Donc réquation précédente devient 

Pdp-^-pdP^Fdp'-^-pdF^iadV^ o. 

Donc elle eft nulle lorfquc ^ = o , & cela fans avoir 
befoin de fuppofer qu'une fonétion d'un ordre inférieur ' 
rende f^ :s a Donc la propofée admet une fdlucioa 
ciMpplctte. . 

Problème VII. 

TroUvEK les équations de condition .qui doivent 
avoir lieu pour qu'une équation difFérenticIIe d\m ordre . 
qaelconque, comprenant un nombre quelconque.* de va* 
riaUes , puifle avoir une intégrale finie. 

Solution. Soit toujours r=: o. Je fijppoft., comme 

dafw le- Problême VI , que "mukrplié pax A devienne 
une diflTérentielle exaéle , &; que j'.aie AWzzz dB ^ eu- 
force que 3=zo ait Kcu çn mê'me-tenjs que ^==: o : je 
fu(>pofé encore que B multiplié pair -/T devienne une- 
diflTérentielle exa£te^ & que j'aie A'B^ = d'B^^ enforte 
que F z=z o ait lieu cttvmême-tcnjp que B =: Oy que 
y :^:o{ Si; aîufi.d* ^W': jilTqQlà w ^(jii'on pàcnenne à 
une équation finie. 
Cela pofi-, i'aurai i^ p^r le PtoWê?» VI ,^ pour la 



t 

variable x , Téquacion ^ 

If^dP-^ d^(l -- diR^ &c. A — /> _.2</Q-t- 

3J^/«,&c. </^H-Q— 3^iJ, &c. ^*^ — iî, &c. 
^5^, &c. 

& une équation femblabîe pour chacune des autres va- 
riables ; enforte qae , pour avoir les équations de con- 
dition ^ il n y a plus qu*à éliminer A. 

Paurai 1®. par le même Problême , pour que l'équa- 
tion -ff =î= o foit poflîble par rapport à la variable x , 
féquation 

TE — .dB ^j^iÈ ^ ., 75 — .dï' ;;' 



dn dp ^^ dq ^ dp dq 

«/^ + 4^, &c. d'-A', &c. = o , 

&: une équation fismblable pour chaque variable* 

Prenant maintenant, par le Problême VI « les va» 

1^ 1 «/^ iif dS -, -.rff ,^p .y<f 

Jeurs des -rr , -TT . -TT » &c. en «/-r- , d-j~ » 1/ 



i^* ^ dp ^ dq ^ dp * dq ^ dr * 

&c. & faifant égaux à zéro les termes multipliés pat P^^ 
dV y &c. ce qui peut toujours fe faire , lorfque Té- 
quation V=i o a une intégrale de Tordre inférieur , ÔC 
ne peut fe faire que dans ce cas y j'aufai l'équation 

AP-^idAil'^'ld'^AR.tLc. A' — Aq—^dARy 



&c. dA'-hARy &c. d^A\ Sec. =0, 

& une équation femblabîe pour chaque variable. 

J'aurai 3^. pour que l'équation j5'= o foit poifible, 
des équations femblables aux précédentes y eo mettant 

A^ pour A \ A pour ^i jTj "XT ^ ^^' P^"^ ^ 9 Q9 
icc. & pour -7- > 77- > ^^» ^^^^ valeurs , en fuppofaot 
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nuls les termes multipliés par f^: & continuant ces opé* 
rations jufqu^à ce que je parvienne à l'équation finie ^ 
j'aurai les équations de condition cherchées , en élimi* 
nant les A^ A ^ A^y &c. ce qui n*a befoin que des 
règles ordinaires de TAIgebre. C. Q, F. T. 

REMARilUE L 

I L fuit de Tanalyfe du Problème , que le nombre des 
équations qui contiennent A , A\ A\ &c. étant égal 
au produit de Texpofant de l'ordre de Téquation par le 
nombre des variables, £c celui des quantités à éliminer 
^tant égal au même expofant , il en réfultera un nombre 
d'équations de condition égal au produit de Texpofant 
de l'ordre des différences par le nombre des variables 
diminué de Tunité. Et fi une des difFérentielles eft fup-' 
pofée conftante , le nombre des équations fera encore 
iiiminué d'un nombre ^gal à l'expofant de l'ordre de 
J'équation« 

m 

* • ' 

Si l'équation f ==0 admet une folutiàn compîettc, 
ji peut être fuppofée telle , que la valeur d'une des plus 
iiautes différences tirée de AF' =z JB foit identique- 
ment la même que la valeur de la même différence tirée 
de ^=: : fi donc jff = o a une folution complette, 
tirant de f^= o, dVz=z Oy &c. les valeurs d'une des 
-plus hautes difFérenccs 9 & de Tes différences fupérieures, 
£c fubflituant dans les épations de condition , elles 
deviendront identiques* 

On 
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*: On peut appliquer ce raironnemenc aux équations 
des ordres inférieurs k B :=: o ^ Se Conclure en général 
que , iorfque toutes les équations de condition fetont' 
identiques , ou deviendront telles en y fubftituant les' 
valeurs des plus hautes différences tirées de V •:=, o ^ 
dV'Z=r.O'i &c; la propofée aura une intégrale finie com- 
plette , 8c n en aura qu'une incomplette dans tout au- 
tre cas. 

On voit aifément que , s*il n*y avoît que deux va- 
riables & une difFérentielle fuppofée confiante , la pro- 
pofée admettrait toujours utie folution complette^ 

S I réquation F'= o étoit telle que V £ut la diffé- 
rentielle exaéle d'une fooâ:ion finie , Téquation auroit. 
une intégrale, complette qu'on trouveroit en intégrant la 
formule que je donne à la fin de la Remarque II, page 
21. Mais comme cette intégration ne donne qu'une 
arbitraire , au lieu d'un nombre égal à celui de Texpo* 
fant de Tordre de l'équation , je remarque , pour ôteç 
tout nuage, que cette arbitraire doit alors être fuppofée 
de la formff axf^-^-bx'^^^-^^ • • -H ^, 
n étant l'éxpofant de Tordre de Téquatlon y Se a/ pou- 
vant être une, variable quelconque dont h différence foit 
confiante. 

Remaroite VI. 

J £ fuppofe que j'aie une équation entre Z , dZ , 
^syi^ ^c. 6c leurs différences d'un: oirdre^qttelcon^ 
Partie I. E 
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que y il eft clair qae les équations que j'aurai pour que 
cette ëquarioa ait pour intégrale une équation entre or ^ 
y s tr ^^* ^V^ diSëf ences ) 6c Z, devront être iden* 
tiques j locfque j'en aurai éliminé Z & ^Z à l'aide de 
la propofëe ^ & qo'ainâ elles; doivent être les mêmes 
que ceifes que l'on aoroit eues ^ fi Téquation eut été dZ 
:=s: M 9. 'M étant une fonction fans Z » &: par confé-* 
quent les mêmes qu'on auroit pour que M foit une dif- 
férettttelle exaâe» 

Soit donc Qjcke équation d'un ordre quelconque entre* 
Xyy^ f > ^^^ ai Z y ^ que tZ<doîye être un umximamy 
j'aurai (Remarque IV , page 17 ) les équations qui de- 
vront avoir lieu entre les variables , en éliminant les 
Z j dZ y &c. des équations que donnera le Problême 
VII J pour que l'équation en Z^ » dZ puifle avoir une 
intégrale en Z ^ & il faudra de plus t q^'^n Tuppo^ànc 
que ces équations aient lieu entre les vauables ^ on puifle 
avoir une intégrale de la propofee du premier ordre» 
Donc toutes les écyiatJons du Problème. VII devront 
avoir lieu en même-tems 9 & fe réduire ^^ pour que le. 
Problème' ^<? maximis foie poflible^ a un nombre égal \ 
celui des variables , en y. comprenant fa propofee; 8c 
les équations qu'on aura alors en éliminant Z , dZ\ 
&c* feront les équarions cherchées. 

Le cas oîi Ta formule /f^ devant être un maximum i 
V contiendroit imome intégrale indéfinie , ik rapjjelle aifô- 
ment au cas préfent : on pourroit au(E alors trouver X^ 
équations par les PtroUêcaïs LU & IV* S^il y avoir ncic 
é^uadûiii qnL dut. avoie Heu entae la x ^y ^, f ^ ^. qo» 
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élimineroit, à Taidc Jic ccccc équation , tinc des varia- 
bles 9 8c on traiteroit enfuitc la formule comme ci-dcflas. 
M. de la Grange a étendu fa médiodc à cous ces cas. 

« 

Conclusion. 

V o I L A , je crois , comme je fai annoncé , tout ce 
qu'on peut exiger fur les équations de condition. Je puis 
m*ailurer fi une équation différentielle propofée a une 
intégrale finie : il ne me reftc donc plus qu'à déterminer 
cette intégrale , lorfqu'il y en a une : c*eft ce que je 
me propofe de faire dans la Seélion qui fuit* 



■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■^■■■iV 



SECONDE SECTION. 

Mëtiioide générale de trouver Tintégrale d'une 
équation dififérentielle propose. 

Q^^^^^ m^^ ^^^ Téquation xliiFéreQtiel|e^ 4|uç T&a 
me propo(e d'intégrer » |e .puis Ja mettre fous 4|cie, forme 
telle qu'il ne s'y trouve plus que des puiilances enpieres 
& pofitiyes des difif^i^tielles* Les coeffîciens finis.de 
ces dîfl^rentielles oe peuvenr être ^xqaplus que xiesfoaç^ 
tions algébrique^ des. variable^ ; : 

Xyy^ &c. rz:^l^x,jf,^,rfst U^f'jc ,y, 8ce. r, 

• • • • 

Bc am(i'<k fuite, *\, ♦^, &c. défîgnant des fon£^tons al- 
gébriques àcs* VâriaBlœ m , y^ &c.' mix\ xJ^^à: r; éici 

Eij 



'^.» 
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Se il n'y a point de fonctions analytiques qu*on ne patfle 
réduire à cette forme i & je pourrai préparer l'équation 
enforte que ces coefficiens ne contiennent plus ni dé-*, 
nominateurs ni radicaux. 

J'appellerai uncéquâtibti difFércnticlle aînfi préparée^ 
une équation ranonnelit & entière , une équation algébri- 
que entre X, y,.5'c. leurs différences y fi* r, s, &c. 

L'intégrale finie d'une telle équation pourra toujours 
être auflî une équation algébrique rationnelle & entière 
entrer:, jr, &C.V, 5, r, &c. 

Une équation différentielle étant ainïî préparée, j'y 

remarque quatre points qui la diftinguent de tout autre. 

,1*^. L'ordre de l'équation , & le nombre des fonc- 
tions r , s ^ t j^ &c. qui s y trouvent. 

x\ Le degré où y montent les différences, & celui 
des équations tiationnelles entre x ^y^ &c.. «; ^ » JK- 8cc. 
r, *'; &c. 

3^. Le^ degré. ou montent les at, ^, &c. r, ^ , &c. 
dans les coefficiens des différentielles j & dans les coef- 
ficiens dts équations rationnelles & entières entre x , 

y, &c. ^j :r,y, 6cc. r, ^'j &c, 

4^* Les coefficiens conftans. 

Et , de ces quatre points , je détermine quatre points 
qui diftingùent Pitltégrale de cette équation différen- 
tielle de toute autre équation finie. 
^M.^.' Le'nomt>rc des fon£kioris r^ Sy r, &c^ 

1^. Le degré des équations rationnelles entre (b , <b\ 
p'\ &c. & les variables x,y, &c. r^ s^ t^ &c. & k 
degré ou doivent monter les r, ^^ t, &c. dans J'i^ 
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grale mife fous une forme rationnelle 6c ordonnée par 
ordre par rapport à ces fonâJons , en commençant par 
la 'dernière. 

3^* Le degré oîi doivent monter les x^y^ &c. dans 
le« cocfRcicns des fondions r^ s j 1 9 &c. dans l'inté-. 
grale cherchée, mife fous, une forqie rationnelle Se 
entière. 

4^. Les coefficiens conilans. 

Cette Sedtion fe divife donc naturellement en quatre 

Articles. 

A R T I c L ï I. 

Trouver le nombre & la nature des fonSions tranfcendantes 
qui peuvent entrer dam P intégrale d'une équation 

diffirentielle propofée. 

Je fuppofe que j'aie une fonélîon algébrique de x^ 
y y &c. leurs difFérentielles , & r , fonélion tranfccn- 
dante de x ^ y ^ &c. & que cette fonâion foit égalée 
à zéro. Si je difFérencie cette fondiion , j'aurai une fonc- 
tion algébrique d'un ordre fupérieur entre x ^y ^ &c. 
leurs différences » r'& dr. Donc» égalant . cette fonc^ 
tion à zéro , fî la valeur de ^r en :r ^ ^ , &c. ne con- 
tient pas de fonction tranfcendante , ou n'^en contient 
point d'autre que r , je pourrai éliminer r à l'aide des 
deux équations , & j'aurai une fonâion algébrique des 
variables x ^ y ^ 6cc« & leurs diflërences feulement , 
d'un ordre plus élevé que la propofée» fondlion égale 
à zéro : & cela ne peut arriver que dans ces deux cas , 
parceque je n'ai pas d'équations à l'aide defquelles je 
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puiHc éllminet les nouvelles critnicendantes que la dif^ 
férenciation auroîc produites. 

Je dis maintenant que le premier cas ne peut avoir 

lieu que iorfque la fooébîoQ r = I.a^^'c^ ^ &c. ou 
mLa^nLh^pLc y &c a^è^c ^ &(x étant des fonc- 
don^ algébriques , &: m» ^9/9 &c. des nombres même 

incommenfurables: & le fécond , lorfqqe r=tf**' ^* ^*, 
« défignant une fondion algébrique , ou que r = 

r^ ^ • ; y défignant un nombre irrationnel , (ans 

quoi cette fonâioh feroit algébrique ; & la confiante 
que la dîfFérentiation aura fait difparoître, fe trouvera 
être 9 pour le premier cas y dans les coefiîciens de la pro* 
pofée , 6c pour les autres y dans la fonction r ; dans le 
premier , le terme confiant de la valeur de r , tirée de 
la propoTée ; dans le fécond , le ternie confiant de « ; 

& dans la troîfîeme, le coefficient de a^b'^c^ ^ Sec. 

Cela pofé , foit i^. une équation du premier ordre 
entre x ^ y y &c. dx > dy , &c. fans fon£bîon tranfcen- 
dante : i4 fuît de ce qui précède , que fbn intégrale 
finie ne peut être qil*une équation al^bxique entre x^ 









Mats il cft dair tjuc tcpaflàirt des îogarîtlimcs aux nom- 
bres ^ ces troiî <prrnei if équation» fe réduifent à la 
première. Donc inéquation iatégraîc finie pourra tou- 
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Jours être une éqaacioa algébrique encr^ x^ y, &c. fie 
r = l.tf'"^'*c'', &c. 

j ,m da , n dp „- J^ • ^ ^* , n db ^ 

a dx h dx^ >* *y . h dy^ 



dy -f- &C. 

& par conféqucnt étant fans fofiâfcîorts tr*nfccndantes r 
& cette équation- pourra être r égale) à uoc confiance y 
& par -là fe réduire à une équatioa algébrique. 

Cette dernière remarque s'applique égaknveiu: ^ ce 
qui fuir. 
. a^« Sole une équation àxx premier ordre «ntce x^y^ 

fcc. leurs difféiencfis , & / = ia*i^" c' ^ &c. 

ou e •''^ , 

on: r , 

regardant r comme xme nouvcfîe rariablbr il fïiît de cfe 
qui précède, que Fintégnile finie de cette équation peut 
toujours être une éqcratkm algébriqae entre ^ , y , &c« 

/, & 5 = \.d'^F''\'^, &c, aV If, c; &ic. étant des 
fimditons algébriques dPe x ,y^ &c. r. 

Soit aufli une équation diffèrentietfe Avl Ctccmà ordre 
entre x ^ y y Sec. & fcurs difFérerrces du premier & fé- 
cond ordre, fans fon£i:ron tvanfcendante, Ton intégrale 
finie ne pourra être qn'ane éqiration algébrique entre x , 

^,&c.r=r.d 



ou 



m^n 


C^ 


, &c & 


S 


— I. 


—' ••'' 

a"*^'» 


c'''' 


, &c. 


• *, 


y» 


8CC. 




ou 


^•"»,y. 


^ftc* 


r 
y 


qlé^t", 


f', «te. 




ou 


^/l.y- 


'*'-' 


'f^, ftc. 



ou 

car, dans toute autre fuppofidon ,'on ne peut parvenir 
àr itoe équation du fécond ordre fans tranfi:endan€e ^ & 
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par conféquenc rintëgrale pourra toujours être fuppofëe 

uncéquacîon algébrique encre x ^y^ &c. & 

r = I.a*^"c^ , & j = \. d"^' b""' e^\ &c. 
ou ^^'•^•*^- , 

ou ^îl•-'"*"^^*^ 

Une des arbitraires fera le terme confiant de la valeur 
de <f , prife de l'équation intégrale : la féconde fera , pour 
la. première forme, le terme conftant de la valeur der, 
prife de l'équation algébrique du premier ordre , qu'on 
a entre x^ y^ &c. leurs différences, & r; pour la fé- 
conde y le terme confiant de « \ pour la troifîeme » le 

coefficient de a^b'^c^ y &c. 

3^. Soit encore une équation différentielle du premier 
ordre entre x^ y ^ &c. leurs diflPérenccs, & r, j , regar-, 
dant r Se s comme de nouvelles variables : il efl clair , 
par ce qui précède y que Tintégrale en pourra toujours 
être une équation algébrique entre x ^ y ^ &c. r ^ s ic 

t = L a!'''" y'''' d'^" , &c. d\ b% c% &c. étant des fonc-^ 
tions algébriques de x^y^ &c. r y s. 

Soit une équation du fécond ordre en x y y ^ Sec. 

Içurs différences y Se r y regardant r comme une nou- 
velle variable : il fuit de ce qui précède , que fbn inté' 
grale finie pourra toujours être une équation- algébrique 

♦ entre jc; y, &c. r, j = l. a' b\ c'^ , &c. 

ou e*'*»^' *•=• , 



.n ^ff -// 



& / = I. a'"" h" • e"^ , &c. Soit . 



L.*C. 



oa 
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Soie enfin une équation du troifieme ordre entre x , 
y ^ &c« leurs difFërences des premier^ fécond & troifieme 
ordres j fansfonélion tranfcendante: l'intégrale ne pourra 
jamais être qu'une équation algébrique entre x ^ y ^ 

&c. r=zla'^b''cf, &c. s^la"^' y""' d^\ &c. 

ou e**-y- *^-, ou(î*'*'^•*^^ 

& • r = L4''^7''"V^'\ &c. 

ou ^^''*>^'«^^'^^, 

ou <*^*-^'"'*''""^"^-^-; 
êc conféquemment pourra toujours être fuppofée une 
équation algébrique entre • • • ^ j y > 

6cc. r=z\.a''b\\ &c. 5=l.tf'*''^'"V^ &c. 

ou e^'-y'«^-, oue^''^^'*^', 

'fie vr = La'"^'^'"*V^\ &c, 

ce qui donne neuf formes différentes d'intégrales. Une 
des arbitraires fera le terme confiant de la valeur de r, 
prîfé de Tintégrale. La féconde , pour la première forme 
de 5 ^ fera le terme confbmt de la valeur de 5 , prîlb 
de réquation algébrique du premier ordre , qu'on a encre 
Xyy-^ &c. r^s; pour U féconde, le terme confiant de 

^'; pour la troifieme, le coefficient de a'^ b' c'^ , icc. 
Xa troifieme fera ^ pour la première forme à^ r y le 
. FanU t. F 



ou 



K * 
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tecma cpudzxit da la: yabuc.de r , prife de TéquatiDn 
algébriqiLe da fccocid orjdre entre x^y^ &c. Se r ;. poui^ 
la fècoade « Le terme conâaj^t de O ;, pouc la troifîeme ^i 
le coefficicttt de a^ b'^c^ ^ &c. 

Il efl aifé d'appliquer le même raifonnemeat aux équa • 
tions des Dcd^es^ fupérieurs ; & Ton peut conclure en gé* 
néral , f ^. que Tintégrale finie d'une équation de Tordre 

n n!eft fufceptibîe que de 3 ""^ de forme» femblables 
à celles que j'ai déterminées^ cî-rdcflus j a^* q.ue ces 
formes pourront contenir un nonab^e /r de fonctions 
trahfcendantes ) formées comme ci-deflTus, & dans lef- 
quelles entreront celles qui fe trouvent déjà dansrla pro- 
fofée ; 3^. <ivte 9 dans^ le cas ek Uéquuioa imégrafe 
çoRtieiH ce nombre de fondkians traofcendiuites , ell^ 
a néceflairehncnti auffi «n nombre égal d'aebicraires » qui 
fe trouveront diftribuées dans Tes cbefficiens de l'èqua- 
tion intégrale ^ ou dcS fondtions^tranfcendantes', félon la 
natiye de cellfes - ci , comme il ar été remarqué^ ci -^elTus. 

Si donc une équation propoféa ii'eA fufceptibîe que 
' d'aae fol u tion incompletté , les £bcmés générales de- 
vront être moins compofëes , & nie pourront contenir 

qu'autant de fon£l:ions tranfcendantes., qu'il doit reftei: 
de confiantes arbitraires. 

y Ik^meme chofe fuit, auflî de là SeifiToà précédente; 
car fi la propoféc p*a point- d'îhcé'grale géiiéfale ^ eà 
c6mpiu*ai^t avep la prdpofée les équations dé cbndîtîdn, 
je paîtviend'rai à' une éqûatipir d^inordtcr inférieur , qui 
n'aura ni npuveHc tranftrertdàntë ni àrbîtréîrc, fit qui 
aura lieu en même • tems que la propofée '2 CC de- là 



,P A n r « E J. S ^ ç T: ilO'^ 'il- 45. 
pir je .même moych , i ^no ^«htij^ii j. p»^ fiaie ^ ou 
qui admettra une fo>tttion oomplefcte , ffCpVL il ûç fe 
trouvera ni arbitraire ni nouvelle tranfcendante , & qui 
réfoudra la propof<fc : & je n'aurai'pliis , pour avoir Tin- 
tégrak de la propofée , tqu'à chercher celle de, ccttp 
nouvelle équation. 

Si , dans les. opérations qu'on a été obligé de faire 
cour mettre .réquatîon difFérentielIe fouS là forme que 
le cbnfiderc îcK on avoir eu befoin de la diffétencier , 
ce qui a lieu lorfque les fonctions tranfcendantes qui 
iê trouvent <Ia4i9 cette équation conticnneiM: des diffé- 
rences » ou Wrfqa'll s'y trouve des formules (aos le figné 
dlUkitégracion , Pinnégrale fera -dVnc dos foimes trouvée» 
ci-déStts pour l*ordii»e wi lUonice U propoféê après la^ 
ëtflSréàtiation. Mais » dctns It premier cas , ii fouira 
déi<6rminér^ns ViMégeée on noiiibre d*arbîtràir^5 égal k 
èelui dont TexpoTant de l'ordre de k pro^C&c ieteoav^ 
augmenté : cati ^^^ ^^^ ,.repailànt de i'inc^gi*^^^ ^^^^ 
^ J^^f>ropofée , il. y refteroic des arbitrainesj f^.^^ ^(^ 
çpiitrç Thypothefe, , Il n*en çft . pas de même dans le fe- 
ÇP94 cas» parceqiic chaque fonâion Tous' le ii^ne d^in:- 
tégrariori çontiept upç arbitraire^ 

Il iuit de ^e qi|i préçe<^e , qu'une des intégrales d*un, 
àvdie inférieur quelconque dUine éqûàdon ,*dcs ordrèà 
fupéneùrs , qui a iihe întégràïe finie ,. eft toujours li ne,, 
équation algébrique entre x^jyi^'icc. leurs différences ,' 
ic r^ s ^*&cc. niais que lés autras peuvent conteriir *dès\ 
fbnéliQns : tcanfcenâantes où 'encnent cies^difFéreâces', 
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ces équations par la difi^entiation de la forme générale 
de rincégralé finie de la propofée* 

Article IL 

Du degré ou Joivent monter les r , s , &c. dans tequa^ 
don intégrale mi fe fous une forme raxionneUe & entière^ 
c^e/i-â-direy débartajfée de dénominateurs & de radi^ 
eaux y & aujp, du degré ou des équations entre O ^ ^é 
&c. a , b , c , 6'c, a', b', c', &c. ot x^y^ &c. 

- J E ne ruppoferai ici , & dans l'Article fuivant , qijc 
deux variables , pour abréger feulement i car il fera fa- 
cile de voir que la méthode Vapplique également à ua 
plus grand nombre.» fans aucune nouvelle difficulté. . 
I» Soit réquation propofée du premier prdre » & fans 
fondions tranfcendantes. Je fais difparoirre les déno-. 
fninateurs & les radicaux; & elle devient de la forme 

Adx^ ^Bdx^^Uy • • • ^/>^y°=o, 

A ^ B • • • P étant des fondions eiitîcres & ration- 
nelles de X y y s Si n un nombrç entier. Par PArticIe 
précédent , l'intégrale de cette é<]uation peut tou- 
fours êtce une équation algébrique entre * , Jf , &C r:=T 

ha^b^c^ ^ &c. =OTl.tf rH'fiL^-h/^Lc, 8cc* à^h ^c^ 
&ç« étant àt^ fondions â^ébriques : & par confëquenc, 

réquation intégrale pourra être roifè fous la fortpe 

^ ' . . . - . * ^ 

i'r-t-'Grr ^ Il r -+-Ar -+-••. ==o.^ 

M\ G\ ITy K^ étant des fondions algébriques fans dé-: 
nominateurs ni radicaux; cnfbrte que prenant ^de 



i^ 
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équation la valeur de r , elle foît X -^^ N ^ N étant 
l'arbitraire, & -Jetant fans JV: ce qui fait qu'on peut 
changer la forme précédente en celle - ci , 



^G 4-r— li^TG ' ^ 2JZ1'JLZSn'G • 



~ **• • - • • ^ 

F^ G y ff j &c. étant fails N. On aufa' àuffi , à caufe 
dcJrzxzdl/a^è'^c^jScç. une équation 



I . 11. T" ♦ ê—i 



zdr -^hdx-^cdydr -^edx^-^rfdxdy-^-gdy^. 

Q>/*« ' ^J^ ^A .• • SIS G f ■ . . • i 

a , b , C » &c. étant ici des rbhâièns algébri^es dex ^ 
y y faiis^ radicaux i8c fan» dénonimkteifrs r 8c à Taidic de 
la valeur de dr^ qu'on rire de cette dernière équation ^ 
on doit parvenir^' une équation de là même forme que 
la propofée. ; - ^^. . . -. ...•.' vV ri : '^ 

Je fuppofe d'abppd IX=ç3 1 rj'âivpal'june é^uatiom dif^* 
férentjelle ::. • • - cVv^. •: •; .• ^ ) Adx-r^Bdy ia b , 
dont rincégralefeif^ : '• . • . '• • /'r -+- iV"^3= oj 

& Taurai ^ • • • »^ ai/r H- i)4^^' W- c^r = o : 
ce qui doiine «•+:/*== o, ^-+-/' as o/'c-+-/'' ==,.0^ 



&;c. Y, /"i /^'i &c, étant des' fortari^Malg^^ raV 

tionnelles & entières de at ^^ j*/ tat^ tfoute autre fupoo-* 



« 'I 



fition danncroît TI > i. * 

Je fuppofe en fécond lieu que n := 2 : j^ur^î une 
éqiiàtion altfècniieUe Adx^^^Rdxdy^Cdy^t^, 
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Donc llnté jrak fera Fr* -H- 1 NFr -H N* Fœ o ; 

-ha 

& j'aurai . • • . • ^dr ■^-.bt(x -h c</y =ro : c<^ 
qui (donne a A- /= ; ^M-/' = o ,c -H f" = o , &c. 

Ou • « >i - • Fs-^ NF = ùii 

G 



& j'aurai SLJr*-\r hdx A-.-cdydr -hcdx^-^fdxdy 
^ g^j^r* ::=o:iCe qui,d.onnfl .. " .• ^^ . '" , i 

avec les conditions que ^ — 7 = "^ "^ 7. ^i^ ^^* ^ 
un nombre au(B indéfini dç fendions «fans radicaux- j^ 
feiçblabl<»i «Iles4*'Ca5|?récédi6»t.' ..: ., . ■ r. 

^ ......^ 



• t 



& j'aurai aJr^ -+- hdx -I- cdy dr -I- cdx^*^ (d^dy 

t /«^ ^>rr+-;-^A.is: O y •fb^ H- g^* -t- A'-= o , &c. ' 
^^tc^^xL Aomfcro \auffi indéfini tle ^ooâîotis Ikns i^cli-^ 

eaux ; & 41 -faudra que 

.iT^— /— ^v . /^ , - A.— ^'': ; ... 

& Tîntéjîraile fie paurra Brre lucre ohàïç^ 4 car coûte autco 

"1er fuppôfe en croifieme fieu que n^ j :,& j'aurai 
Téquatipa différcoJtifJIp» ^ , : .... . 



/ 
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Donc riatégrale ièi»à 

-^ H -\- NH 

..■:+- A 

KTauraî • • * a^r-f* b^^-+- c^y = o: cç 

qiii donne • • • d-h/:= o , r -+- / == o^ &c« 

* Oiï bien rintégralc fera • • Fr -^ N F =0 1 

G 



& fâtiraî 

aar^-^ h dx -f-cdy Jr^ -f- c dx^ H- idxdy ^- g dy^d^ 
H- h.^x5*-+- idx^dy -+- )iidxdy^ -+- Wy' 3= o: 

ce quÂ^ donne 

jicçs avec cette condition ^ ^que les. ràcioies^ de touce$ 
.ces équations foienc coinmenrui;ai>lcs.enci:e elle9>; &i d* 
,plu& uo nombre auffi indéfini de foaâ;ioas fans radicaux. 
Ou enfin lUncégrale fera 

.&:j-aqcai ■ 

>» qui: donne • .. . i; 

-/îir^ l'ar-IP Mth^ k-:=t^- J'yf4-j^^ itb -H F=ro, &c. 

î^fc oor Bombre- aufll indéM' cte fontâddûs^ (xa$ rad*- 
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eaux j mais avec cette condition , que les racines; 
tant (le la propofécy que de ces équations du troifîeme 
degré , feront commenfurables entre elles : 8c l'intégrale 
ne pourra être autre chofè , car toute autre fuppoûttoa 
donneroit n >;3. 

Je parviendrai aifément par la même méthode à dé- 
terminer le3 formes que peut avoir l'intégrale pour les 
cas oii n = 4 y 5 j ^ > &c. & à en former des tables. 
On voit en efFet que , quel que foit n , le degré de l'é- 
quation en r ne peut être qu'un èiç:^ faéleurs de IT » Sç 
qu'il en eft de même de l'équation en dri d'où il fuit 
que le nombre de ces formes eft toujours fini. On voie 
aufli qu'il pourra y avoir entre les variables ic a^ h y c^ 
&c. autant de fuites d'équations, que n a de fa£beurs j 
Comptant pour plufieurs faâeurs diffëretis le même fac- 
teur j lorfque pour produire n il eft répété plus d^ine 
fois ; Se chacune de Ces fuites contiendra un nombre 
indéfini d'équations* Quant aux conditions qui doivent 
avoir lieu entre les coefficiens , foit de la propofée , foie 
de cçs équations *én a y b y c\ Sèc. pour que certaines 
formes conviennent à lapropofôe , on pourra les trouver 
facilement : & i *^.- fi on veut que plufieurs équations y 
du cinquième degré par exemple j aient lieu en même- 
tems pour n =: 5 , on fuppofera leurs racines com^ 
^enfurablês "çqçrê elles. /ce qui Te peut faire fans ré*- 
foudre lléqu9tic{n^;^^, Si .l'on veut que. dès équations dti 
fécond degré aient lieu avec une du quatrième \ pour 
que R == 4, il faudra que l'équation du quatrième ait 
pour r^çiae U ^9!^W 4f^ :J^f cîncs dç deiçc éq^aciQos ^a 

fécond 
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fécond ; & le refte comme ci-defTus : & pour avoir 
alors les conditions , on n'aura pas non plus bcfoin de 
réfoudre l'équarion. 

Si réquation difFérentielle propofée ëtoît réfolue en 
fa<9:eurs linéaires de dx ic dy ^ alors , comme on con- 
noîtroit les radicaux qui entrent dans la compofîtioa 
des coefficiens , 8c qu'ils font les mêmes que ceux qui 
entrent dans la compofition de ceux de l'intégrale , on 
fàuroit immédiatement quelles font , entre toutes ces 
formes , celles qu'on doit cholfîr. 

Il paroît au premier coup d œil , que la méthode ne 
donne aucun réfuitat pour le cas le plus ûmple , qui efl 
celui où l'intégrale e(î algébrique : car , dans ce cas, 
n peut être i , 2 , 3,4, &c. Maïs avec un peu d'at- 
tention , on verra que ce cas fe rappelle de lui-même à 
celui oh on auroit dans -Fr-i- FN -j^ G=zo ^ Ft=zi ^ 
Gz=à^ & une équation en dr , telle qu'elle doit être 
pour la valeur de n : 6c il n'y aura plus qu'à repaflcr 
des logarithmes aux nombres. On ca verra des exemples 
dans l'Art. III. 

IL Je fiippo(e maintenant que l*équation propoflée efl: 
du fécond ordre & de cette forme, 

Adx''^Bdx''^^dy^^ . ddy^^Adx^-'' 



'B' dx ^ dy ^ • • • ddy -h • • ♦ ;^ o 



dont elle eft fufcepnble . toutes les fois qu^elIe admet 
xine folution complette. On a^ v.udans. l'Àrciclë I , que 
fon intégrale pouvoir toujours être fuppofée une équa* 
Ptirtu L : . G 
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quation algébrique entre 

x,y,r=la''è\' , & 5 = Vd^^^'e^ , &c. 

ou ♦•''J'-*'^- , 

ou ,*».--*-*', «CC.^ 

1 

& fera par confëquent de la forme 



• — * . -• I VIJ^ 




(,) iP;.- ^- (?;.—» _^.^;.—*^_ . . . ,; + !!■' 

& j'aurai au(G les équations 

a^r -^rhdx-^-cdy dr^^ ^ • • • • • =0 
pour le premier cas^ Se 

pour les deux autres ; d , b' ^ d ^ bic. sl ,W y d y 6cc« 
étant des fon6bioas de:c,y,r;actf,^,c, &c. a ^ 
b, C) &c. à^x y y feulement» Je difFéfencie Téquar- 
tion (i), j'élimine ds avec Téquation (i) , puis s avec 

awc Téquacion (i) , &: dr avec l'équation (3J , & j'ai 

une équation (4) du premier ordre , 011 il ne (e trouve 
plus que X y y^^r^f dx Se dy. Je diffêrencie cette équa- 
tion (4) : j'élimine de cette différence dr avec l'équa- 
tion (3) 5 Se r avec l'équation (4) ; Se j'ai une équation 
différentielle du fbconkl ordre y qui ne contient plus que 

•*>y> ^-^> ^^> ^^y y ^^^ fondions tranfcendantes , 
& qui doit être de la forme de la propofée : Se pour (à* 
tisfaire aux équations (i) , (|) ^ jaurai des équations en 



.^^^^^•ta 
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^, X ^ y^r ;y,x ,y , r; </, x ,y, r; &c. & en tf, 
x^yib, x^ y;c^ x,y i &c. 

Tout cela pofë , fi je veux drefler , pour ce fécond ordre, 
des tables (emblables à cellesdont j'ai expofé cî-deflus les 
principes , je n'aurai qu'à faire i^. o ^ <» , flf, ft , fucceffive- 
ment i 9 ^, 3 , 4» 5 j &c- obferver les valeurs de n Ôc P, 
qui naiflènt de chacune de ces fuppofîcions , & les cas gé- 
néraux oîi la valeur de n & P peut s^abaillct ; ce qui donne 
des conditions générales entre les coèffidens en Xy y. 2.^. 
Je mettrai à côté de chaqœ valeur de hSt de P les formels 
qae j*aarai vu pouvoir leur convenir ; avec lés conditions , 
lorfqu'il y en a : &; de plus , }e mettrai à câ^té de chaque va- 
leur de 6f, 8 , dans ces formes , les écjuatfons eh ^ , 4/ , <t , 
i , c\ Sec. a , h\ ^, &Cr que j'à\iraï titoiivé lenf convenir par 
Iz même méthode. Il efl aifé de voir que te* nombre de ces 
formes ne peut être que fini j calro-Ôi: ô'iie pctivéhr eti-e 
plus grands que ri -f- 1 ; de même que fe degré de f éqtia- 
tbij (4) & 9 ne peuvent être plus grands qûeP. •- ^ • 

. Soie ^: par exemple , ri=:5 0,-i>'^2=3 V«'6ri a*â' 'i - -^ '• *^^ 

= 0, ou %dr 4- r b ^AT H- t'Uy =: :' fiÇ î^faiîcfrà' que 

Péquation (4) foit rdx^^U^^yTdy^^^ 

éfknt des fori^Hdn*' fiin$ raîJîcTàtfx V^&C^^.ori aura les fnté- 

grâîes ^répotidèlnt ^à-cétte ^'formufe'^^^çn 

TArticlc qui fuit, celles qui réponde rit^^à^''éq'i^^^ 

-+- Ti'dx -+- \>dy = o , ou il faut obferver que r ne doit 

être qu'au premier degré , & n^avoir pour fadeur que dx. 

Ces formes ^ une fois déterminées ^ donneront celles de 

Gij 



rji ©uCalcul IKTEGKAL. 
toutes les équations qu*on peut réduire à la forme Addy 
^Bdx^-^ Cdxdy-^Ddy^z^o, A, B, C, D 
contenant des fondions irrationnelles. En effet elles fe- 
ront les mêmes , excepté que les fonélions qui y pour 
le cas précédent , étoient irrationnelles , pourront , dans 
celui * ci , contenir les mêmes fondions irrationnelles 
que A^ By C, D. 

Si l'équation étoit ou pouvoit être A d^ y -f- J?^^ ^ -4- 
Çdx^-^Ddxdy-^-Fdy^z^zOy la propofée ne pout^ 
roit contenir qu'une feule tranfcendante. 

Quelque forme, qu'ait la propofée , elle peut avoir 
une intégrale ^ foir algébrique , foit avec une feule tranf- 
cendante : mais ces cas fe ramènent au cas général ; & 
pour lors l'équation (i)eftJF^-+-(? = o,F & G étant 
des confiantes: &; daiisle premier feulement l'équatioa 
(a) fera rd^ — • </r =s o. 

Les intégrale$ des équations diâFérentielles qui auroiene 
une fonâion tranfcendaote dans leurs coeffîciens , fe 
trouvent par cette tpéthede. ^ observant feulement que » 
comme 1^ différentielle de cet^te fonélion traflfçendante-^ 

dont on a la valeur » a été éliminée» i( faut voit quelles 
formes pouvoir avoir la ~ propofée avant Télimination i 
Se le refte fe fera comme ci - defTus* . 

Il efl àifé de voir que les principes que je viens d'ap-. 
pliquer aux premier & fecood ordres ^ font généraux pour 
un* ërdre quelconque* , ., , ; 



- p 






.m^ 
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A R T I C L E I I L 

Du degré oit peuvent monter les variables x , y , Jbit 

dans les coefficiens des équations intégrales en r , &c. 

ordonnées par rapport â fis fonSions tranfccndantei , 

foit dans les coefficiens des équations en a ^ b » c > &c. 

X, y, 01^ *» X , y ; &c. 

I. Soit Téquation propofëe du premier ordre , & 
n = I : Téquation difFércnticlIe fera Adx -^ Bdy:==:Q^ 
dont Tint^grale ne peut être que Fr -h FjSf=zOy: 

G 



JV étant l'arbitraire , & r = l.a'^b'^c^ ,.&c. enforte 

qu'on ait a -+-/= o , b -+-/'= o, c-H/'' = o , &c. 

Soit maintenant i^. ji &c B confiant,, réquatièii 

diiFérentielle propofëe fera Trdx -^ rj^dy '==î 6 v & fe 

pourrai faire: tf = ^^^^t^^ C'fc=6:- » 

Les a 9 b , c ^ &c. ain(î que l^es tt , ç,. &9- f^^^ icfdes 
nombres , -aitiû que dans le réftc de cet ^rticlc ^ & p 
cft un paramètre conftant qui cbçfervcî-l'faiopwgér^^jté^ 
& par cbnfëquént ditfërent du /? qui multiplie X.c\ ^ 
•qui eft un nombrèl' Et comme/ aucune aûtrt îup^ofition 
ne peut dorinèr h prbppfée'Vfbri intégrale- ne peut être 

que 1. 1^-"—^ 4- iv == o , é60ation qui ; repauant 

des logarithmes aux nombres, eft ^remènt algébrique», 
Soit 1^. A & 5 du premifr.cÎBgrë ; r^q^^^ 

ttX -+• çy -+- vpdXj-k- ttX -+- çy-h i/pdy=: Ô y SC 
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je pourrai faire . 

ftïd >g.*^**"^'ky'^*j» #5 ^^^ «L k^^ •_ ^'-, 17— ,« 

3*'- tf =i: ^ 1 , itis a:*: H- Dj< -*- c/^ , -r =/7, 

40. a:=^^^^±'^j^±^ 



Et comme aucune autre fuppofîtioti ne peut donner 
!â forhie de la propofëe , fon intégrale ne peut être 
qu^ûfte de ces quatre équations 

équation qui , repaiïant àes logarithmes aux nombres ^ 
eft tpujqurs algébrique* 

A. TUl. f— = r i ^ ^ ■■+- jg |> "^M * A .^ c -Kiir=230* 

. . • - n - ^ « p ^ 

équatipa qui^ cft aJgéfariquË ^ tdtl^ue m ^ n foac nu> 
tiopnels. 

a' èc b' pcuvenc manquer à ia fois dans cette éqqatlon. 
Soie 3 ?* . w^ g c J?. du fecond degré r la p ropoféc fera 

&.]e poiîrrai,,fàirjé' ," ,. ,, ,. 



1*». a 
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T- -»^ ? — ' 

3 . a -^ yb , c=— — ^ — ^, 

j • <* — g " ' » y = = ■ 1 1 r i yb»»*;: a dy^wp y 

» Il T> • ■■■'.'■■:■ 

■^cp^F=ip. - - ..-•..•. 

p p ■ . •' 

c"/? , F=: a Jff -t- b^ -H c/r» 






8«. a=ii±|Z±l'',(; = a'**H-b':«:^4-cy . ^, 



rt- f >^ -h g> \ F=^ a Jf Ht bj^ H- c/» *. 

10 .<ï — , G-=a*-f- oy-^cyy F=i^x 

Et puifqVaticane aufre fuppofinon ne • convient à la 
propofée , fon intégrale ne peut être qt|*unç- 4^e cèS <ifx 
équations, s . 

, , «*^-t:b^y+c^'+cy!.j.£^>^^^^j„a?4a^.«-fc^vt>lg 

HT • • -.f»- . ., . ^ ' ' VV 

/y ""— * o » - ' - * . M . , ^ j." ' . 



r 



équation quj , répaflant des logarithmes aux [nombres , 
êft toujours algébrique. 

équation algébrique ^ iorfque m &c n font rationnels. 

/» p '^ p 

^rfai;ioA .9lgéhriqa& , Iorfque m^ n^ p font rationnels. 

^1 a-ic'-«-b«y-Hcy *-f-ey*H-f/>y+gF' . *'» + bV -h c> 

<. n>,| «*+'by + c;> ^^ . a'* H- b'y •+• c > a^^«-+-bV+cV 

'* * /» ' P P 

T+-;^;=îd..., /• - . 

/f ». 1 if_+ ''y -*■«/' L_ - I a'*-»-b'y+c> .. a*'jt+b*y-t-c> 

a" & b" peuvent manquer en même-cems. 

-, «1 a* + by + cp . a'« ' + Vxy -t- cV + eV« + f^y ^- g^* 

hN=z6. 



iV 



Ci 



I aar + by + cy a'^* 4-yjcy4-cV -H cV* + f>r rH gt^* 

a^ b', c', e', P peuvent manquer en même tems. 

. f ax-t-by-f-cp , a"* -*- b'V -+- c''(» . nr 
-]^- a ar ^ b'y -I- c /^ 1 •- . w 

'^'^ & b" peuvent manquer en même -tems. . , 

Soit 
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Soit 4^, A &ç B dii ttoifieme degré , l'équatiqn fera 

H-4V +/xy+v'xy* +fy+^'px*+t/pxy'hf/py'+fyu-t'^py+((^p'dy 

& je pourrai faire " ' *' ' 

4-g/'«^+h/?**y-hî;>*y*+ikpx'y + l/>y* 
1^ ^==< ' "' +mp*x*'^np*xy + fp*y* i 

: — P' ,G=o, 

ax^'i^bxy'hcxy^'^^''i'fpx*-hgp^'^hpy''^ip*x+]q} *y'-b-]p ^ 



p- ' * * , 



C 



*"*-+-*'"^±f>.<? = o,f=i. 



a*-«-by+cp / a'* -hb'y + <;'/» ^ a"jf+b*y+c> 

P 
6^ a = -ji r 



= a'jc -t- by H- c> , -F =/ 

7 '^ — /»* "^ p * 

■ 5". a — — 1^ > ""7" « > 

G === a^'x -*- b'>V c'> , J =^ a/^ ; Ht .b^^ 
Partie I. * . H 



•.■\ 



5S Du Calcul xntegkal. 

10. <>:=: ''-^— ,^= f *-, Css "^ > 

C = a*';c -4- \fy -!- c*/» , jF= a* -+- b^ H- c/». 

II». a = I < ^ ^ '' i ^ t ' ■ '^i — b£_ g = aJC* 

b>*-^c3<*-+-c>*-hf>>r-4-g>*, /^=a**-H.b«y 
-f- cj^ * -h e/>* -t- fpy -h g/ S 

b'j' H- c> , F = a'* -4- bjy -+- c>. 

,50. ^ — •JL±^j21±i£,^=î2L±^l±Si,(?=aV-^ 

-4-c*>*-4-c7»*-4-fVy-^-gVS F=spzx-\-hy-{-cp, 
,6». a=ii±^i:t£i,^ = 22L±^r+^^<; = aV-|-b'xj 



,70. ^ =iii;t^:±£f , ^=a: '^*-t-Vy+^> ^ga=:a'Ar^ -4-b":c> 

H- C*J> -4- e*p* -+- fpy -4- g^* , /"= ax -+-bj» -4- c^ • 
a'jf -4- b'jr -V- c'/». 

,80. ^^^•f:ti21±5f, ^=Î^L±^Li£^, Crsa'xH-b-'jr 
r*- c"> , i^ = a'x -t- b*y -t- c>. 



o *« 



21". a 



.V i. f. T ï* I.. S i ç T i; q N H; f^ 

19.. 4=*iL±^L±lf y <?-=,a'jcî -4- b^*y -w c'^cj^'-i- 

e> J H- f > *' -+. ^p xy ^ ïlpy^ + i^ i -»- V/»* > ^- l>î-, 
-F=^ *" . a jf -+- b^ -+- c jf». 

c'y J H- f>Jf*H- g>:rj^ -H b>J'*-t- //»* ^-+-k>*j< -+-!>* , 

i^±=:;>.aj:-4-bj^ + c/> . 

il». d=îî±^l±£iL^ (? _ j^.jç, ^ h'x^y-\-c'xy^-A- 

JF=:aa^-^-by-^-c/»^ 

130. ^^ «*-4-byH..p ^ G.^z'x- -^yxy + c'y- H- 

c'>ar -4- i''py -+. g";,* , F-.^ . a'* -f- b> -i- c>. 

l^f'te'-^gVS /"saaarH-byH-c/.a'^-l-b^-^c)». 
J — > w — a X -^ D ;i?_y -fr c y -t- 

Et comme aucune autre Aippcfîtioii ne peut domiçr 
1^ pmpof^e^ J'iûflégcJc 41e foucpa içr< qw'imc d^s vingt- 
cinq équations iuivantes. " - 



I O • • • • * i * { ■ 
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^o Du Calcul intégral. 

' ^ %P*^ + hfjc"y H- ipxy ■ H- k/y» 
— ^ ' p4» :— ^ -*- Nz= a • 

équation qui ^, repaflant des logarithmes aux nombres, 
cft purement algébrique. 

, a y^+b3:*y + cyy'+ cy^ + f;>Jg*+gP*y -hh/yy* +y W k;?V +1^ 

... «» 

équation afgébrique ^ lorfque m 6c n font ratiqnnels. 

^ I aV + b^yy4-cV + cV^+F/>y + gV -4. JVT - 



^- ■ o. 



équation algébrique , lorfque m Se n font rationnels. 

^ ^1 aa;* + bxy H-cy'+epjc-t-f/yyH-g/>* , ^| aV-hbV-hc> 



^ «'1 a^'^4-b^y+c"> . . V ^ 

*t" g 1. , ■ . -fr iV ;=! O > 

équation encore, algébrique , lorfque pty « ôcp font rar 
tionnels. * 

J p p ' ' p 

équation 'algébrique , lorfque /rf , ' n , f ic^q font ra- 
tionnelsi»*'- . ■ ■ -. ..j..., - ^ \\" ; * ^' ^ 



î2L±:^il±£> -i- i\r == o. 






Partie!. SectionIL 6î 

7. ml. ^. -i-/ll. 

«•^•. _L_ U//-. I ^//^ 

h "-fl±il2±l£ -+- iV = o. 



o. >wl. p — • — : -t-i^h ^. . , p — 

a * + b y H-c p 

a" &-b'' peuvent manquer en mêmc-tems, 

o. ^1 a^H-by + c;>^^|^a-^+bV + c> |a-^-»-b-^>.+ c> 



P P 



10. ^l^ a. + by + c;, ^^^ a-. + bV + c> ^ a-^^-b>+cV 

f P ^ P 

a^» • -H bV + c'y ' + p>« -»■ f>y -4- g> ' _. jy _. ^ 

/>' 

y* 
a"*' + b'*y + cV.H- e>y -H.f>y ^ g>' .AT « 

2^'^ b^ c', c',.f' peuvent manquer en mê(ne-tcms*^ : 



.»'. *- 



a", b" peuvent mjinqijer çn.inême-tems. 

•— - " " p ""* '' 

-b^5»y + c-'y' + e->x-t-r>y + g^f>» . a^ _ , 



o. 



« * J 



t"«' 



i». a*rt:bjr + ci» 
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p p 

a«^hj- + c;.* H- iV O. 

* » b f c*, c", P peuvent manquer en même tems. 
17. ml.tl±^y±££ _urtl «^«+b' y + cV 

■ ■ a«^b>^.cf..V.>.y^4.c> -4- iV — O. 

a , b V c", e", f" peuvent manquer en même -tems. 
i8. iw I. îiL±à2etf£ _i_-i » '* H- yy + c> ■ a "'^-Hb'V+c*> 

iV = o. 



a'" & b'' peuvent manquer en mfime - tems. 

rtfx*+b'x'y + c'xy ' + <y» 



K 



P* 



O. 



aVf » + bVt • y + e'«y * -f. c'y* 



-+- i>**H-k>'y 
1^ 



^'=0. 



P* a«4-bjr4-Cf 






iyr=:o; 






I 
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.- â'*» 4- b'* 'y + c'*y * ■+■ «V ' 

11. m 1, ^/ ■ ^ -t- i + i>', +k>'y 



JV=o. 

a', b' c', c', f, g', h', i', k' peuvent manquer. 

23. OTi. "-»- ».»'*-•- b'v-l-c'» 



> ' ^.*'* + b'y-l-c> 

24.1721. ^ r 4w^b>-t.cp.«-;r4.b>^c> 



a", b*, c", e*, f* peuvent manquer. 

^ f a'« +» b y -f- c> . 

-+- AT = o. 

a^, b''j c'^, c'^, f " peuvent manquer. 

L'on voit aifément de -là comment il faudroit s*y 
prendre pour déterminer les formes dont eft fufceptible 
Tintëgrale finie des équations où les variables font d'un 
degré plus élevé. Le produit de tous les tf, ^ , c ne 
peut être en général que àSxn degré fupérienr d'une 
unité à celui oii montent les variables ^ & (r ne peujC 
jamais être d'un degré plus élevé ; & par confôquenc 
le nombre de ces formes (era toujours fini* 

IL Soit TéquatioQ du (ècohd degré de diff(^ences^ 
& • • Adx"^ ^ Bdxdy }{- Cdy^ =i 01 
fintégrale ne pourra Stre qiic'd'tine des troife formes 
foivantck 



6^ Du CAZ.CULI.NTECBLAt. 

I. Fr"--^ iFNr-+- FN^ = o', 

-h H 

« 

r"=i.tf"'^"c'', &c. tf H-/=o,^-+-/= o, &c. 

». . F r. -If. F If :^ o, 

. . ' -^ G 

- • •-1 Ml »~p , n ■ 

r = 1. a J c*^ ', &c. 
& /a* H- g-tf -t- A =o, Z"'^* H- é'^ -+- A' ;= o , &C 
ou it * ^- ^a H- A/=o , ^ » -4- ^^^ M- Ay '= o , &c. 
car enr gérréral , dans ce cas , au lieu d'une équation 

fa^^ga^-' ^ ha^-^ -^ ia^-' , &c. = o, ' 
on peut meure l'équation 



a 



f^\,J—^ _L_z/'..r— * _,_;/'. r-j 



^^'-'+A/4'-*-4-//4'-»,&C. 



O. 



On aura avec cela un nombre aulli indéfini, d'équations 
rationnelles , comme dans l'Article précédent ; & il 

faudra que ^ — A/ == ^ — A/', &c. 

3. Fr* ^ iFNr -{- PN* = O', 

-4-C ■+■ GN 

-^ H 

fl* -4- ^-tf + A/ = p , ^ » H- ^'^ -h A/' = o , &c. 
& un nombre indéfini d'équations rationnelles , comme 
pour la. première forme'; &. il faudra que 

^ - HF^'^^hJ^ Ç - Hf. &c.- 

•. Je traîçcrai cibacuqq^dç ces formules généralps. de ma- 
nière à produire Téquation difFérenciellë fans / ni dr^ 
qui y répond : & faifanc dans chacune [ts quantités F , 

G, 
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G , H , SLc.f^f.k^ icc. f\ gf^ 4% &t. d« degrés 

o , 1 , 1 , 3,4, '^<^* ég$i\ts ou inégales , prodtiîtt d* 
piofieurs faà:ettrs , ou fftns hâbcms ^ faurai ^ dans chà^ 
cune de des fuppofitions , le degré de A ^ JS ^ C. Je 
pourrai par co>nfëq[tifêni: dred^r des tables ^ où , faifânt 
facceflîvement A\S ^ C ^ des degtës i , 1 , 3 > 4 , 5 > 
&c. je mettrai à côté de chacune de c^es fuppofitioris 
celles que j'aurai trouvé pouvoir leâr convenir, 6c dont 
il dl clair que -ic nonfibre «ft toujours fini* 

Je dois faire -oWèrver ici q»e rotit ce que ]*âi dit julr 
qu'ici eft égalcmcnr vrai pour un nombre quelconque 
de variables , & que pour avoir les formes des inté- 
grales des équations diffôrentidles à ti^is variables , ti 
n*y a qu'à mettre dans les for^AuIes des pages 54 82: fuiv. 
des fonâiions à trois vadaMes , TenAblables à celles A 
deux variables qui s'y ti^ouveAt. Cette remarque me feft 
à réfoudi^ une obj*<fiion qu'on pourroit me faire, h'ér 

quatîon entre deux variables 4-^ + îj ^ ^P ^^ ^ 
^x -4- i^y ^- vp ay =. o efl: toujours poflible. Pour- 
quoi donc n'ai- je pas une équation finie etitre ;r^ j<, 
qui foît l'intégrale de cette équation , quelque valeur 
qu'aient les coefEciens , comme cela dcvroît être ? La 
réponfe eft: fimpîe : les formes que donne la métivode 
font également pour un nombre, quelconque , de ^varia- 
bles; & l'équation renibîabfe pour un noaitre queîcoor 
que de variables n'efl: pas toujours poffibte : il ne Faujc 
donc .pas qu'il y ait une forme unique d^iniégrale^Jn- 
dépenciante des çoéfficiens.; 

anu / • I 
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On pourroic traiter par la même méthode les équa- 
tions du premier ordre qui contiendroient une fon(^ioa 
tranfccndante , & drcflcr des tables des formes de leurs 
intégrales , puifque , par TArticle précédent , on en 
connoît déjà les formes les plus générales* On pourroic 
auffî , puîfquon connoît la différence ^r qui a été éli- 
minée , s'aflîirer de quelle forme pouvoir être la propoféc 
avant l'élimination : & dès -lors « regardant r comme 
une nouvelle variable , on n'auroit befoln que des ta- 
bles pour les équations à trois variables fans tranfcen* 
dantes. 

Si on avoit à intégrer une équation du premier ordre 
à deux variables ^ où une des variables feulement eût 
des expofans indéterminés , telle eft celle de Ricati par 
exemple , il eft clair qu'on peut regarder ces expofans 
comme entiers , puifqu*on peut les rendre tels par les 
plus (impies fubftitutions. Alors on fuppofera que l'in- 
tégrale de la propofée eft d'une des formes que dpn- 
nent les tables pour le plus haut expofant de la variable 
dont les expofans font déterminés , ayant foin de fubfti* 
tuer dans ces formes des puifTances indéterminées de 
Tautre variable , au lieu des puiflTances déterminées qui 
s*y trouvent , & des coefficiens conftans : & on aura 
la forme générale des intégrales de cette équation , qu'il 
faudra déterminer cnfuite pour chaque cas particulier. 
Si j au lieu de puiilances indéterminées , on avoit une 
fonâion quelconque , on fe conduiront de même. 

Ce que j^ai dit jufqu ici fuffit , je crois , pour faire 
entendre la généralité de la méthode ^ 2c la manière 
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de rappliquer aux cas plus compliqués : ainfi je ne 
m'étendrai pas davantage. 

II arrive quelquefois que certaines équations finies ré- 
folvenc la propofée dont elles donnent des intégrales 
particulières , & ne font pas contenues dans Tintégrale 
générale , quelque valeur qu'on donne aux arbitraires. 
Cette remarque , qui a été faite par M. E^jler , pourroiç 
paroître contraire aux principes généraux que j'ai éta- 
blis : & je crois devoir analyfer ce cas , pour ne rien 
laiflèr à defirer fur la nature du calcul intégral , & fur 
la généralité de la méthode que je donne ici. 

Soient A , A^ &c. des fonctions finies ; B^ B\ &c. des 

fondions du premier ordre \ C \^ C j &c. des fontf^ions 

du fécond ^ &c. je remarque que ces équations font 

néceflàirement des formes 

AB = o\ . . . 

>- pour le prenuer ordre , • 

" AC = 



AB-hA'dA 



AC-^CdA-^Bd-A^^^ , ^ . 

fftjA > pour le fécond : 




CdA-^Bd^B=, 
&C ainfi de fuite. 

Ou , ce qui revient au même > , / 

A.Bz^o 



.& • . . . j4,C==o 
■-.,,., , dA.» Ç == Q 



** « 



4$ I> C A;!.. C n tt 1 N T B O ». A. l. 

êc cds é<)iiatioii$ doniienr les fohicivos parckttlieres A 
:^ o , ou JA ='b , fans arbitraires^ 
Sok maioQeQftaQ S TiAtiégrale fitfie de JK = o 

5* fintégrafe du premier ordre de • • • C = o 

Cf^è d A n daM. 



•S^ rùitégraile duL premier mrdre de • • • £"7=rQ> 

Je dis que -^^5^ =;? o., ^5^ = q , dutS^z^ o font Tes 
incég^ralc^ des propoTëes. En efFcx , diff&'enciant & fai- 
fane difparoacre l'arbitraire qui ne Te trouve que dans 
5j^ y, sa, on aura îes progofées* 

Ceîa pofê y je diftîngue deux ca$ : Ii: premlec , où la 
propofée a un fa£bear A , ou ^-/rf" , fa£teuc d*un ordre 
inférieur , que ^ pots troniref par l'analyfc ordinaire ^ 
n'a dès lors aucune difficulté : &même lorfquece fa£Eeur 
eft fini , la méthode générale s^ ap^liqiie fans peine. 
Il n*en dk pas de mênxi pour les turces cas : l'Algebrê 
ordinaire n*eft d'aucun feçours: & comme •), pour traiter 
Téquation difFérencielle y \c la fuppofe Coax^ uciq^ forme 
rationnelle & entière ^ on voit aifément que i'intégi^ale 
de jiB -+- Ad A = o , par exemple ^ d«it ^re la même 



que celle de ^ -+- Al -j- = o > qvii ne* coïKient jroiciC 

la folution particulière ^ =: ox Si }e veux donc trouver 
toutes les folutions particulienes de cett« e(pece ^ qui 
ne font pas contenues dans la complette ^ fe' difiTéreiicie 
Téqoation intégrale trouvée ^ ordonnée enforte que Tar* 
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iMTâîro (ok W teKine €XMiAaot> : Se Ié^ la* propt)fë« eft dti 

pffcmkif ofdre» fawdi toutes ks équations parciciiJteres^ 

CD) ég^aot à 2»eno le»» fociâfon» finie» par lefiijiieiltki» U 

faut mnlt4>lkv ee«ê d^ëceoc^ ^ pour qu'elle cbyienne 

là pcopofôc^ Sr el)Q eft da feeoml wdm.y. jo réfléchirai k 

dtfï%Àictacm9 , en- ob&rvaM Ia^jquc$ qi:l'iirte des arbW 

«ainesi foh k ttMne confta^t; fie )'aurèt toutes Ifis ëii|iia> 

cionaparakuHere»^ en ég^bmc àrsmioksfonâîcmsfiBifeB^ 

«if du; prenkr ordre ^ par kftjncilea îli faiifi oicd^ii^ièf 

côfica icQQivk i olîffercsÉkM ,^pattr qufelk devboac k^ pr» 

pofée. 

Article IV. 

Trouver les coefficiens confions. 

. J^ » it Biâ^' aT<^ir osowré ,. dftpsr: les' Aftiak$ pn^cédom ^ 

^& difiëm^nce; foRmeo doiui: eft^ fafèepoiblf l'iritégrdk 

driMle équattûcir diflévenéidlk* d/tme forme domoèée ,. il ne 

fiie reAe plu^ q^'à déflertinoierr^ entre ces fondes , celk 

x{iû CAnrvieot' auvt dOefieiôM- doon^ de ki propetôei, ^ 

les ctoâ^CMn» de l^irwégrale qm esu néfidbdaa ' P&ur cê&^ 

jditfiïiîfiêmziant cUaqùe iemsr^ iTintégnild , & k rédïitv* 

i&nt à ki forme de k propi^fée » j'aurai une fcmâion 

qui devra être identiquement k même r comparant; àatxc 

terme à terme, j'aurai les cpçfficiens de Tintégrak, & 

ks conditions çf^dl^c^ fiipghfiftm ^\xt demander 

entre ks coefiîçjMH^ dé" k prô^^fôe ;! ^ fe joindrai dans 

ks tables » àr cpeé de chaque 6>rme> $: les conditions 

& la valeur des cbemciens» 

Il n'y a aucune forme générak d'équations qui ne 
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puidè avoir une intégrale , puiTque le nombre des va- 
riables y eft fuppofé quelconque : les (îquacions de con- 
dition ne tombent donc que fur les coefficiens : on. 
trouveroit donc toutes ces conditions dans la table. 
Mais cela ne diminue rien de l'utilité des formules gé- 
nérales de la Setflîon précédente ; puifqu'étant pour un 
ordre Se un degré quelconques , elles donnent des ré- 
fultats généraux où les tables n'en donnent que de par- 
ticuliers , & difpenfent du travail de continuer les tables 
en pure perte , fi on avoic à traiter une équation ab- 
furde qui ne s'y trouvât pas. 

Conclusion. 

Ceux qui auront fuîvi refprit de cette méthode,' 
verront que j'ai réfolu le problême que je m'étois pro- 
pofé dans toute fon étendue. En effet , i". il n'y a 
aucune équation diflTérentielle à laquelle cette méthode 
ne s'applique : i°. je donne pour chacune la manière 
de xwuver toutes les formes dont l'intégrale eft fufcep- 
tiblc , & je. démontre que le nombre en eft fini. Le 
rcftc ne dépend donc plus que de PAIgcbre ordinaire: 
j'intégrerai donc toute équation diffîîrencielle qui ne 
Icra pas abfurde. 
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SECONDE PARTIE. 



e 



P R E M 1ERE SECTION. 
Des dififérences finies. 

I. De la nature des différences finies 



1 



E fuppofe que dans une fonction donnée (p de x^'yy 
&c- «^ > y > ôcc. deviennent x -^.J'x ^ y -i- J'y ^ &c. 
cTx , J'y y &c* étant des quantités finies ; la fon^bion tp 
Variera aufli Se deviendra (p + cTqp , €r(p devenant nul lori* 
qu'on fuppofe Jx ^ Jy ^ &c. = o : & j'aurai . ^ 

^ i_ r^^ - ^ • / I ft . jii , jiii Q-^ 
^ -T- ^ — <p -1- <p -t- (p -T- ^ -H <p j OCC. 

cette fuite pouvant être infinie , (p ^ (^\ (p'\ ^"\ &c» 
étant des fondions des variables & de «Tjk:, Jy ^ &c« 
cnforte qu'il ne s'y trouve que des puiflances ration* 
nelles & entières de Jx ^ Jy y &c. & ces différences 
finies étant au premier degré dans (p\ au fécond dans 
^\ au troifieme dans ç'^, & ainfî de fuite. Tout cela 
fuit de la nature d'une fonfbion quelconque. 

Si je fuppofois maintenant Jx = dx^ Jy = dy.^ &c. 
<p -h cT^ deviendroit (p -^ d(p y ^ la fuite deviendroit 
ip-i-qf : donc dans ce cas d(p = <p'. Donc en général, 
pour avoir (p\ il faut prendre la différence infînimept 
petite de (p y 6c fubftituer pour </^, ^y^ &^*y^j/j^> 



&c. ic j^appelleraî A'f cette difféccnce aiofi changée par 
la fubftîtution. On trouvera enfin , par des raîfonne- 
mcT& afialc^giie^ , >gu€ û je^iéfigpe |yar A^(p$ A^f j C^c. 
les différences fucceffives de ^ , prifes en fuppofant les 
diffêrencËS conftaotcs, ÊC daiss iefqodies on astrok ibb* 
ftitué cTar ^ /y ^ Uc. pour dx 9 J^y y &c. 4*aurai / = 

^ , (p'^'=-^^, /''= -^, &c. & par confêquent 



forme géniinâU de la dîflSérence. finie d'une fon£bioa 
donnée ^ qu'on trouve par le calcul dijffërentiel ordi* 
naire. 

Si maititcnanr ^ au lieu de (p , foné^ioti de ;r, y , &c. 
feulement , j^avais à diffërencier une fbnftîon de x^y^Scc^ 
8c de léuts dîBSrcDces finies de diffërens ordres, fanrois 
la différence par h même métl^ode, en faifant J^jr=r:^, 
J'p=zfy &c. J'y ==/'V <^p'== /s &c. &c. regardant/? » 
y, iK. p\ /, &c. &c. comme de nouvelles variaWes, 
Ce dans les termes aflftrârés de la caradériffiquc a\ les 
^* » ^J^> ^9 y iScc. c^y ^ yy, J^/, &t. ôcc. comme 

conftans. ' 

II. i)tf 1^ intégration des iqutuions diffcreruielles aux 

* différences finies^ 

S o i » np- ic=^ o ifnc-éqaatîori fawj dSïSfcncesf : dilfé- 
renciant, f aurai <:Plp :£=co : flibftituaot dainséT^y ]>oi* 
un des tocffictens , • (a râleur tirée de réqtiatitJn-(p==2 o., 
fattraî une ^qtrarron aiix premières différences finies ^ 
dont Pititégralc fera ^ t=p e^ & où h^tocSicicnt qoc 

jai 
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faî fait àff^itditte fera arbitraire : & îl cft clair que 
faifaric dafts cette équation ^Xzs^d^^ cTyst^jfy, &cl 
f aurai la même équation que fî> daoJS^ip^ j^âV'ois fubAi^- 
tué , poUt ce ttiême coefficient , fâ valeur tirée de la' 
ihémc éqûacion , te tlont Pintégraleeft fa itiême. Si donc 
je véUx avoir Tintégrale d*une femblable équation , je 
n'âdtâi qu'à prendre , par la njéthode de la première 
Partie , celle de l'équation aux différences ordinaires , 
qui y répond, & que me donne cette fubftîtutîon; 

Si je diff^rendr maintenant cette équation du pre- 
niier ordre , & que je fubftitue dans cette différence la. 
Valeur d*un des coefïîciens de (p , qui fe trouve encore 
dans Téquation du premier ordre , car toute autre fup- 
pofition ne s'accorderoit pas à la fuppofition que je fais 
ici d'une équation produite par une équation fans dif- 
férences & fufceptibJe d'avoir une intégrale générale , 
j'aurai une équation du fécond ordre, dont ^ =3o fera 
i'intégtalc , les deux coefficicns qu'on a fait évanouir 
«(tant afbkraîtes : & faifànt dans cette «quation i'x z=z 
^Xy dy fit: ^y ^ j'aurai la même équation que fi , dans 
le cas des difFérônces ordinaires , favoîs traité fcmbla^ 
WcÈhetit la même équation ^ = o. Mais il eft clair que 
Rritégtaie 4t «et?t* 4ei^îer^ ^équation eft la même «pie 
*àHé de ik prop^ofëe. Donc , <&c. Et en général , coûtes 
4ei ft^k qâVa^neéqiîatîon aôx différences finies admet itctie 
folfftiôn oc*npjettè , fon imégrde fe» la même que cc'Be 
de l'équation aux «différences <er<iinaire5 qui y répond j 
*»r *Iks <ônt ks «lêwes ^^iaMes, ont fc même «ombre 
•4'-tfrbîtrtorcs , Sc -doivent avbir ^Um en «ïême-^temè* 

Partie II. K 
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Si donc j*ai à intégrer une équation aux 
finies y je commencerai par refondre les équations aux 
différences ordinaires qui y répondent. Si Tintégrale de 
la propofée admet un nombre d arbitraires égal , alors 
quelques-unes de ces équations feront les intégrales 
cherchées : (inon on les aura en déterminant la valeur 
des arbitraires qui devront être déterminées j ce qui eft 
facile. J'ai dit quelques -- unes ^ parceque» (i dans la pro- 
pofée les plus hautes diâTérences ne font pas fous une 
forme linéaire ^ elle n'eft plus une équation (impie , mais 
le produit de plufieurs autres qui peuvent être impoiC- 
bles» quoique l'équation aux diâTérences ordinaires ^ qui 
y répond , foit poffible. 

1 1 L Des équations de condition^ 

S I réquation différentielle aux différences infiniment 
petites y qui répond à une équation aux diâPérefices fi- 
nies ^ n'eft pas poflible, il eft clair que celle-ci ne Teft 
pas non plus : mais de ce que la première a une in- 
tégrale finie » on n'en peut pas conclure que la propofée 
en ait une auffi ; ce qui donne lieu à ta recherche de 
iMuvellcs équations de condition. Il paroit ici que ^ 
comme il n'en eft pas des équations aux différences fi.^ 
nies impoflibles , auxquelles répond une équation aux 
différences infiniment petites qui (bit poflible , comme 
d'une équation aux différences ordinaires qui feroit ab- 
furde y parceque cette dernière n'eft fufceptible d'aucune 
folution y 8c que la première en admet une dans le cas 
pardculier des di£Férences infinimenc petites ^ il ne ièca 
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pas inutile de chercher quelle fera Tîntégrale dans ce 
cas; que cette intégrale, une fois trbuvée , comme elle 
fera celle de ia propoféc en général , s^it y en a une^ 
il ne faudra plus que voir fî elle réfout la^ propofée ; 8c 
qu'ainfi toute autre recherche, d'équations de conditioh 
fera fuperflue. Cependant on verra que la folution di- 
re£^e de cette queftion 9 que. je vais donner dans lés 
trois Problêmes fuivaris , n*eft pas fans utilité $ indé- 
pendamment du mérite analytique de la méthode* 

" ♦ 

F K O B L E M £ I. 

Trouver, les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu'une fon<^ion aux difFérences finies 
d*un ordre quelconque foit la différentielle exa£ke d'une 
foniflion d*un ordre moins élevé d*une unité. 

Solution, i^. Je {bppofc là fon^klon propofée de 
X j y ^ Sec. & de leurs différences finies ordonnées par 
rapport à ces diffifrences , regardant cT^jc comme homo- 
gène k J'x^ j ^^x comme hon^ogene k J'xJ^^Xj àcTxJ, 
jgc ainfi de fuite ; elle (èra néceflairement de la forme 

r^ y*^ r\^ V'\ &c. 

V étant une fonâion du degré n^ V du degré /« -+- i , 
V^ du degré « -i- » , V^ dw degré « 4- 3 , & aînfi 
de fuite \ Y étant du degré r, F' du degré y 4- i , F" 
^âti degré jr -f- 1 , F^dù degré v-f-3 , & ainfi de fuite. 
i'%^. Il eft évident que (i cette fonélion eft une dif- 

Kij 
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férenclelle exaâ» , Ton intégrale ne peut être que 

-»-4-.5'H-^*-e-ff'*, &c. 

P + P' -4- P' -H P'", &C. 

le$ -ff, B'i F\ B"V &c. P, P', P^'» P^', ôcc. &c. étant 
d'un orctre inférieur d'une «mîcé, 6c ^ du degré n — \ , 
S du degré « , ^' du dcgr^ « -+- i , Bf" du degré « 
-+- 1, &c. P du degré r — i , p' du degré r, P" du de- 
gré » -♦- 1 , p'" du degré y -H- i , &c. &c. enforte que 
B -\- B' -\- B" -\- B", &c. foit l'intégrale de K-H T' 
_H F" H- F'\ &c. & P -+- P' -f- P" -+- p", &c. l'inté- 
grale de r-4- r'+ r" + r'", &c. &c. & la fondion 

Y-\-Y'-\-Y''^ Y", &c. 
,&c. 

lïc powra 'être une différentiel k c^aAe , que ohacunc 
de Tes parties ne le foit auffi. 

3^. Je fais pour /^, &c» Z^;^ ^ &.c les fubftitucions 
indiquées (Art. 3.) & j^^i .par b iîipp<^tjon. 

7)^^ ^'-t- r^+ F^ &c. =±= /. i? 4- F^B'-^'è'^bcc. =: 
Ai?H-A-ff'-+- ^3'' -t- Air, &c. 

I . * ' 



i.a. 1 .1 






f » « • » .- 



V 



Puis donc quela/^aion r-+-;^'-+T F- -^ ^', ^c. 
4oit avoir cecGe forme pour être une différentiçUç QcaAc» 
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j aurai 9 comparant terme à terme ^ 

V'"=^£lB"' ' ^^^^ '^'^ \ A.^B^ 



k r 






i.i 1.1."} * t.'irj.4 

& ainfî de ^uice. Ou , ce qui eft la même chofe , 

^"_^4A*5'— iA5^=iA-^' 

& ainfi de foire. , .^ 

4"? , A J? , A jj', A ^"» • A .5f î font'. tA qi^o ; <iev jen.t>çfV 
dB ^ dJS! ;. dB^\ dJS^i^çOi ft»b!ftit3U«0t les ^îifèrfencèjs , , 

finies aux diâférences iofiniitoenc petites :' j'aurai donc 

. dB . dS . .dS u dB ^ . 



" dÉ • , -[JB^ J '■'•''HB- ) j_-dS , - 



Sec.... w [} .V x ": r. .•. 
& faifapc . • • I , » 

, , -J- = Q -r tf wR -H. tf ' 5 . &C. , ., ' \ 

,£( /de mâmç pbun ctià^ao idrifkJop,rifnbCup9d^tvto(]- 
-paifXS «jque , .pounrles ^«/i^ yJj^^i^d:^ f.i&U'Âjhi):d^-4 3^|f, 
-i&cJtonai(i]n3s'j3;p^>.c^,2&Cï:'fi(;c4L'i<(pi9(cc:} so 2a':))i 
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« rO . ^B \ -dB ^ * W^ . ^ dB ft,^ 



&C. 

Saurai donc A^B gn valeurs dépendantes de y. Il en 
fera de même de: À '^, à^B j &c. & i*auraî pareillement 
A^F, &c. en ;^& f^^ A'B\ &c. en T, f^', F"; &c 
aind de fuite. 

6^. Cela bien entendu , je fubftltuerai ces valeurs 
dans les équations du N^«. 3 > & paurai des fondrions 
données j qui devront être des formes aB y aB\ aB^^ 

aB\ HcdB, iB\ dB\ dE\ &c. après les fubftitu- 
tions : & par conféquent les équations qu'on trouve pour 
ce cas par !e Problême lîldé la SeâionI de la première 
Partie , devront avoir lieu après les mêmes fubflitutions. 
Répétant lès mêmes opérations pour la fuite 

r+r-Hr^-4-r",^c. =r j^-p+p'+p^+r, &c. 

& ainfî de. fi^içe , pn gura les équat^on^ de condition 
cherchées. ^ ^ • . ^^ ^ ' \ 

R U U A R <l U E... 

• -» 

On aura donc pour chaque variable une^ fuite d*é- 
quatîôns "identiques : joignant .toutes ces équations par 
le fignc/^3hc,-bn aurilalbrs^-aiylânc-Kl^^aatipm îai fian- 
tes , que de variïibleSi ;^ &. c^équatic^ns donneront le 
même réfultat quc^tôutes' les précédentes'^ pa^equ*elles 
AoXvûtLt htt jdeutiqoês ) te qu|ellè9 nedq petàrcnt'êtté, 
c<|âe c^ii^qncde-teàrs ^tn>efi/t)ç fok otuih: inpfi^ cps équa- 
tions de cofiditîba;^, p((^efitâs^fous^>cçe^<:forniei 
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les mêmes qu'on auroit eues pour que 

r^ f '-t- y"^ f^*, &c. = A. 5H-ifH-5*H-i?*',&c 



A*P aV A'P^ ft^^ 



A*P A^P' 



.V 









OU, ce qui revient au même, 

r-+- F' -h y -h F"', &c. = /. B-hS'-hS"-^B", 8CC. 
r+r-hr*+F*,&c. H-P-i-P'-*-P"-hP*',&c. 

• • • • • Sec* -!-••••• &c» 

ce qui donne une manière de trouver les mêmes for-* 
mules des équations de condition y plus abrégée que 
celle du Problême. 

PkoblemeIL 

T R o u Y 1 K les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu'une fonâion aux différences finies 
d*un ordre quelconque foit la diâTérentielle exaâe d'une 
fonélion (ans différences. 

Solution. Il eft clair que cette fonâion doit être 
de la forme ^4- r H- F'. Hr F\ 8cc. Ainfi, quoique 
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la méthode donrië dés forttdtes pbttr iétttj àtitre eas, 
je thc bcfi-nci'a! à cforifîdéi'er téluî-cK 

Soit dorit r+ ;^'H^ f^';-h ^% &c. qui doit être 
la difFérencielle exa£ke d'une fonâîon fans difFércnces : 
j'âUtai d abord tes *éqiiâtioils du Problème précédent : 
j'aurai de plus , pour que ^ ^- ^' ^=• J5'' H- B'^\ &c. foit 
une différentielle exacte , des éqli«itlbns femblables , qui 
ne contiendront que des difPéfërlCieS ^ârtifellfes de -ff , B\ 
B^y B'\ &c, & j'ai les valeai-i en quantités dépendantes 
de Vy Vy V\ V\ Sec. J'aurai par conféquent des 
équations étt By B\ B\ 'É'^\ &ti pour que Tincégralc 
de i? -f- ^' -h B" H- B'% «rc. foit une différentielle 
exacte : je les aurai donc en ^, y\ Y'* V\ &c. 
Continuant donc ain(î jufqu'à ce que je fois parvenu à 
une équation fans différences , j'aurai les équations de 
condition ctiérchées, 

• • • 'R 'E ^ A ti il U E, 

Si .i'écjuatiôh 'P':^rV"-^ ^" -h V', ■kc..t^ uHe 
diflfererttîetlë éxàfté d'une fonction ïàns différences ^ il 
fuit des principes de TArt. 1 1 , que je ï'àHriai 'en pre- 
nant l'intégrale.xte f^ » en .y fuppofant les difFércnces 
infiniment petites , ce que je réduis aux quadratures par 
•ïa ïfèmai'cïUc \\\ ^^^ i'- ^^»J ^i^ *« chèfèheque 
•î'ini^^#lc^*imWa^ irfWHèùrà'ônè'ixIlèrènafe i \\^' 
rai ârifôènwit , W^ i>Wb»rtfcl , "b!»-, Ai^,i,'S\ hê", 
&ç. & pour avoir B, if, B\ B*^ fec.^-h'âWafi ^s 
Ijëhflh'qtié 'd'flfilégtïWbns fcrafrtkires^ ^pife-, ^r là -irteme 
^iiik^«é-,''ife i^Siis aèxqua\iîfeturU- ^^ ^ ' '' ' 

PiLOBLEM E 



) 



P A R.T 1 1 II. S E <: T I O N I. Sî 

ProblemeÎII. 

Trouver. les ëquàtîons de condition qui doivent 
avoir lieu pour que Téquation f^-4- ^'"+" ^ -+- J^*\ 
&c. = o ait pour intégrale une équation fans difFé* 
rences. 

1^. Je fuppofe que, multipliant f^-4- V -+- V -^ 
T\ &c. par A ^. A'\- A'-hA'\ &c. A , A\ A\ 
A^\ &c. étant des fonctions de même ordre que V ^ 
V\ V\ V"\ &c. ou d'un ordre inférieur , le produit 
devienne une différentielle exa£le ; ce qui , par le Pro- 
blême 1 1 , me donne à^s équations de condition qui 
devront être identiques , Se auxquelles je fatisferai tou- 
jours en faifant 

A -^ A -\^ A' -t- A\ &C- = y^y.^y^^yH,yi\ 

n étant Pexpofant de Tordre de Téquation ,- & K line 
fonâion quelconque. 

x^. Mettant les -équations de condition fous la forme 
de la Remarque qui fuit le Problème I , il eft clair 
que ces équations de condition ne contiendront que 
des fondions de V^ V -^ V' ^ V'\ Sic. Ôcd^ À 
^ A -^ A' -4- -/4^, &CC. toujours multipliées les unes 
par les autres r*mais Idrfqae la prôpoféc eft poflible, 

i^'^K doit être nul en même-tems que V-^ J^f.-H^^ 
^- r\ &c. ( Problêmes V, Vï, YÎI, première i>irt.). 
Donc fupfpofant nuls les termes multipliés par V -h 
F' -4- V'-^-V, &c^ le refte de Téquation identique 
Parût IL . ♦ ♦ • • L -•- 
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fera nul par lui-même , ou en même*tems que f^'-fi 

3^. Subfticuant cnfuite dans toutes ces équations; 
pour ^ -+- -rf^ -h ^^ -+• A^^ &c. & fes diflFérenccs par^ 
tiellcs 9 leur valeur identique , tirée de Téquation A 



jf H- A" -h Af'^ &c. = ^^^/^^.!^^^.^g,,^ > ilneme 

reftera plus d'inconnues que des différences partielles 
deiC, 

4^. K étant une fonction finie , il cfl: aifô de voir 
que fes différences partielles ne feront prifes que par 
rapport aux différentes variables. Ainfi les équations de 
condition feront des équations données entre it & les 
variables de Telpece de celles que je traiterai dans la 
Seâion fuivante. Je pourrai , à Taide de différenciations 
réitérées fpx diâTércnees infiniment petites j éliminer K 
& fes dij^^é/cnces partielles ; 2c alors j'aurai des équ^ 
tions de condition de la nature de celles dont je par<«« 
]eiai;ici -- defipus » qui feront toujours en fuites , U qui 
4enont;ê(re identiques ». ou compatibles avec la proNP 
pofôe» pour qu'elle foit pofllble : fie il ne fera plus queP 
tion que de le^ vérifier. C. Q* F. T. 

, R E HA R Q U E K 

S I j'ayols à intégrer une équation 

V^V'-^- y^ r", &c =0 ' 

. .^r-hr-t- r'-^-r", &c. 
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il eft clair qae n'ayant non plas dans les équations de 
condition , mifes fous la forme indiquée ci^delTus , qob 
des fondligns de la propofée , ou du faéleur que je fup* 
poferois la rendre, la difFérentielle cK^Oté d'une fondbion 
fans différences ) on poarroit la traker de même , êc 
qu'il n'y auroit aucune difficulté de pkiSs 

R E M A R d 1/ E II. 

La iblution fera complette , Iqrfque les équations 
trouvées par le Problême feront identiques , ou n'au- 
ront pas befoin 9 pour être compatibles avec la propOF- 
fée , qu'une éqaatioii d'un ordre inférieur les téCohfê 
en même-tems-r 

R £ M À R'q û E IIL \ 

Applk^uakt aux différences finies les principe 
«expliqués dass lat Remarqiie IV , page \6 , j'obferve 
que , fi r-nr + V -h V"\ &c.^ 

• ' • • • 

^ flRiç diâërentnrliè «mâe , U fotiâioti - ■ 

^if-h ^ r' -H ar" H- ô V", &c. 

' . • . i # ^ •> . • • • 

4Clâ esraâ;i^ilbi«ràf ircléfignaat ii«ie diâSteiKre infiniinetR 
irctfhp qti«kott<|ae)[ «ti' fera «ne atf£ , ëcMM: mppoitâs 
i^ la'caraéléifttqQe «Ti v&^iintégraiic) p^ parcwv , jTaurai 

« •. A •. Li] 
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qui devra être nulle par cllc-lnême : j'aurai donc ne- 

ceflàiremenc les équations identiques 

ic ainfi de fuite : & ces équations de. condition feront 
les mêmes quç celles que. me donne pour chaque va* 
fiable la Remarque de la page 78. Si donc on veut 
maintenant que ( f^ -h F' -^ F" -^ F\ &c. 

^)r -h r -^ r" -^ r\ ècc. 



-2 dëfignant l'intégrale prifc par rapport aux difiëreoces 
finies, (bit un maximum ^ j'aurai de même 

d Y", &c. 




^ •• ^-h^'-huf-4-^, &C. =0 

B"', &c. =0 

■ — " 

•- •■ • . ' •> 

(équations qui doivcnc avoir lieu entre les varîabres i 
iorfque la formule ptopofëe fera un maximum ou ua 
minimum ^ & il faudra que le nombre de ces équacidlV 
diminue d^ine trnicé , pour que la queftîon foit poiHble. 

Il fuit .de ceci èc de (Article J I ^ . que y â'il n'y a 
aucune fuppofition particulière , on a pour la fonélion. 
:9ux différences finies les mêmes équaiions qqe pour Iz 
SonCtïon aux difixfrences infiniment pettees qui y répond» 
:. Ce 91e j'ai dit (Remarque IV y page .53 ) étant, vrai 
au(n ici , î aurai les équations, encre les variables ^ pour 
que la fonâion Z ^ déterminée par une .^nation aux 






Partie II. Section I. 8j 
fiifferenccs finies ^ Coiz un maximum ou un minimum, 
Â l'aide des équations de condition que donne le Pro- 
blème III pour réquacion entre Z Scies variables , Se 
de cette équation même : Se les obfervacions générales 
-qu'on trouve dans cette même Remarque peuvent éga- 
lement s^appliquer ici. 

Comme les équations de condition que donne le 
Problême peuvent être difficiles à traiter, je remarque 
i". que, fi l'équation aux différences infiniment petites 
^li répond à la propofée eft poflible , je n'ai qi^à l'in!- 
.tégrer par la méthode de la féconde Scâ:ion de la pre- 
mière Partie , & fubftituer pour les diffërences partielles 
de £, les valeurs que donne cette intégrale : i^. que , û 
elle n'efl: pas polEble » je n'ai qu'à prendre les équations 
fans diiFérences que ce cas donne pour le maximum , 
& que j'aurai par la même Seélion , & que ces équa- 
tions la rendant iniégrable, lorfque le Problême eft pof- 
fible y ce cas fe réduit alors au précédent î de façoa 
que le nombre total de ces équations , y compris la 
propofée , doit fe réduire à un nombre égal à celui des 
variables. 
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SECONDE SECTION. 

EfTaî fur les équations différentielles qui conr 
tiennent des différences partielles. 

Les équations diflPérentiellcs donc je me propofe de 
traiter ici 9 font celles dans lefquelles , outre les difFé- 
rcnccs dx ^ dy y d[ àes variables ^ % y 9 ^^ fe trouvent 
•^uffi des difFérenccs partielles -j^ dx , -j^ dy , &c» 
d'une des variables j ; cnforte que , foit ^ == Z, Z 
étant une fondion àz x^y ^ j'aurai une équation formée 
de dfeu3^ des équations </{ = dZ 

•^ •'''•../ i d\^ ^ ' •..'■': 

dk """ dK ' , , 

dy dy ^ 

car demi quelconques donnent néceflaîremenc U troi- 
lîcme : & ceci étant vrai en général pour un ordre quel- 
Sconque , il me reftera toujours à intégrer une équation 
entre x,y, j, dx, dy ^ d^, -^, dJx, ddy.dd^i^ 

d-j^y -j^z ,&c. En efFet ^ toutes les autres formules qui 

paroitroient s'y trotiver^. peuvem en être chafRes. Pour 
m'afTurer d'abord S une teHe é<pxation a une intégrale ^ 
je remarque que , foin l^ pro{^of2e V ^=: o, je pourrai 
fuppofer un fadeur A , tel que AV '=^ dB , B étant 
une fonâion difFérentielle ordinaire d'un ordre de diâTé* 
rences moindre d'une unité » & que la propofée aura une 
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intégrale de Tordre inférieur , toutes les fois que B pourra 

être fuppofée nulle en mêmc-tcms que V. Mais -^, 
jp , &c. peuvent être regardées comme des fonctions 

^^ ^ ^ y* L^^ traitant donc comme telles, j'aurai, par 
la première SeAion. de ia première Partie ^ des équations 
de condition qui contiendront de ces diâPéccnces par- 
tielles : elles devront être identiques , ou avoir lieu en 
même - tems que F^ = o j & il n*eft plus quettîon que 
de les vérifier. 

Soit , pour donner un exemple de la méthode que 

je propole ici , 1 équation ~ = e -^ : 

elle devient • • • • ^7 = V^ ^x H — -r^ d\ ; 
cç qui'jne donne Féquation de condition 

tddr ^ idr - j ^dr jdr 

équation' qui devient identique , lorfque , pour ^ ,' 

p fubflitue fa valeur -^ prife ;de II propofée î d*oîi it 
fiiit quexelle*ci admet une folutîon complettc/ ^ ; 

M'étant afiuré par cette méthode' , qu'une équation- 
proppfèç a une intégrale. , il nie refte à Jà. trouver. Je 
ferai ufage paur cela de^ la içétbofle que j*ai expofée 
dans la féconde Seiflion de la premiet^ Partie : mais je 
n'entrerai dans queFque détail pofcV l*efpece d'équaçiotjs 
que je confîdere , que fur le nombre & la*natiJre"4es 
fonâions qiic peut renfermer Pintégraîe 'de la' pr^ppfée • 
ce;pomi:'4c;int te pkis>importîmt^;'ècreihî^r "lequel ces 
èqoattons différent le plus des équations ordinaires. 
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Pour cela 9 (bit i?. une équation algébrique entre tes 
- variables ^ ^ y » J » leurs différences entières ou par- 
tielles y & deux fon£kions ry s ^ formée^ comme dans 
TArt. I, page }8 & fuivantes, II eft clair qu*à Taide de 
la propofée & des deux équations difFérentielles que 
j'en tire y je pourrai éliminer r de s. 

Soit 1^. une équation algébrique entre les mêmes 

variables ,&/=!. a'^t^c^ -h F(px,y, {, 1^ dé- 
fîgnant une fonâion quelconque de ^^ fonâion de x^ 
y , l. J'aurai ^ en différenciant , deux équations fans r, 

dont Tune contiendra ! ^^'^ ^ d(px^ Y 9 Z i I autre 

d.<^x,y, t' dx ^^' Doncfi^.(p:r,y,î&— j^^^x 
font tous deux algébriques j ou ne contiennent que 
des fonctions tranfcendantes qui leur foient faéleurs 

communs • on éliminera . ^^^^\^ à Taide de ces 

équations , & il ne reftera plus qu'une équation alj^é- 
briqpe , dont la propofée fera l'intégrale , & dont lar- 
^itr^ite feci I9. fpuâion F. Mais cela arrive lorfquè 

<P*f y > î ^^ ^W fon^ion algébrique de :r, y, :f , que 
]p défîçne par ♦ ^ , j^ , f ; ou que 

ou e*''^* ^<b'x,y,i, 

ou c^'^'^'^''^''^<bx,y,i. 
Donc, jBcç. . 

Soit 3^. une équation algébrique entre les mêmes 

variables / fie ^ ^^a'^b^'ç^ ^ &c. 4- F^x.y^ r \ 

faurai 
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j*atirai , en difFérencîanc , deux équations qui contien- 
dront ^-^p^^iiy^^l ^ & /. Donc, éliminant ^^^^^.i\ 

me reftera une équation algébrique entre les variables, 
& /: & (N®. précédent ) j'éliminerai / par une nou- 
velle différenciation. 

Soit 4^. une équation algébrique entre les mêmes va* 

.riables,&: r^la^^b^^ -^Fçx, y,i-h F(ffx, y,i: 
j'aurai , en différenciant, deux équations, à 1 aide.def* 
quelles je ferai difparoître une des fondions i^ ou JF'j 
& une féconde différenciation fera difparoître l'autre. 

Soit 5*^. enfin une équation algébrique, toujours des 
•mêmes variables , & de 

€é trouvera alors dans Téquation avec /, il faudra une 
.féconde différenciation pour faire évanouir cette fonc^ 

tien , & une troifieme pour faire évanouir /. ' ^ 

. Si l'on avoit eu une équation qui contînt /, sf, /y îl 

aiiroît fallu une diâ^rcncia|:ion pour faire évanouir jf^ 

deux , par le ,N^. précédent , po^r faiire ^yanouir .s'; 

& cpmme après qn a, /, d?^ </*/, d^/ ^ il en faudroit 
Hjuatre ppur faire évanouir /• ' 

Ces principes, qu'il fufîît d'expofer , étant bien en- 

tétichi^, on trouvera fans difficulté les différentes fornles 
vd^Até^aies qui répoiident à une équation différentielle^ * 
Panic II. M 



Une différenciation éliminera / : &C comme 
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Aînfi , I**. une équation difFërentielle du premier 
ordre aura pour intégrale une équation algébrique entre 
^^ y y^y ^ ^ ^' o^ ^^^ équation algébrique entre x , 

y y 7j & / =:[\a'^è^c^ -t- Fçx.y^ j ^ larbitraîrc 
étant la fonction F. 

a^. Une équation du fécond ordre aura pour inté- 
grale une équation algébrique encre ^, y , {, r, 5 &c» 
ces fonctions tranfcendantcs étant au nombre de qua- 
tre : ou une équation algébrique entre ^# y, J , r, 5, 

ic é =.\.a'^'y'^\'^^ , &CC. ^ F^ <p^ X , y , l, r. Si 
& une des af bitraires fera la fon<aîoii F^ : ou une équa- 

tion algébrique entre jp, y, j, / = 1.4*^ "<:'',&€. -+- 
•^<P^j J^» î. & ^'» & 1a fonékion F fera une des arbi- 
traires : ou enfin une équation algébrique entre Xj y , ?, 

&c. &/ = l.a'"^''c'',&c. -+-/',p*,jr, ç-HiT^^x. 
y , f, les fon<flions F te F' étant les arbitraires. 

3^. Une éqbation du troifieme ordre aura pour in- 
tégrale une équation algébrique entre jr, j^,?>r,j^ &c, 
ces fondions étant au nombre de fîx : ou . une équatian 
algébrique entre x^ y^i, r, s^ &c. ces fonâJons étant 

<au nombre de quatre, '& 1^= l.rt^''"'*^^*'''^*"^^^^, &e. 
H^ F^ (^ ^ ^y^ly^y * r ^^* ^'^ '^'^ équation algébrique 
entre :ir , >', f , >; s\ /= L a^/^'^^*%^î^"; &c. + -P/^, 
y>?*^>^>& ^^^ fonûîon logarithmique de Xy[jr^ 
X^ r\Sy t! i ou une équation algébrique entre x^y^ ta 
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JF* (f>"x yy^ l ^ r y s : ou une équation algébrique 

entre a: , y, ^ /== J.a*"^''c'', &c. -l-i''(p^, J, ?, 
/ & / : o« a/ï« équation algébrique entre « , y , ? , /= 

I.a"^''c'', &c. -hi^^*,y, ? + />'*,>,?,&/: 
o« une équation algébrique entre jp,y, j,/=l. <i"'^"c'', 

&c. -+-jF^A:,y,î,&y = l.a""V"V^',&c. ->rF'4x, 
y j l, r': ou enfin une équation algébrique entre x ^ y^ 

Et il en fera de même pour les ordres plus élevés^ 
les fon£tîons -F, F\ F"^ &c, étant toujours arbitraires: 
& il y aura de plus autant de confiantes d'arbitraires » 
que de fondions t^ s ^ Sec. &C le terme confiant de p 
le fera toujours. 

Si , au Heu d*une équation entre trois variables Xy 
y , ? , j'avois à intégrer une équation entre quatre va- 
riables ^s y^ ïy ^9 chaque différenciation me donne- 
roit trois équations , au lieu de deux que favois lorfqoe 
l'équation étoît à deux variables : d'où l'on voit qu*il 
me feroit facile de déterminer pour ce cas les différentes 
fon£lions, foit tranfcendantes, foit arbitraires , qui peu* 
vent entrer dans l'intégrale. 

Si j'avoîs auflî à intégrer une équation dans laquelle, 
outre les différences partielles de 5: en a: , y, &c. il 
le trouveroit des différences partielles de jc en j , y 
&c. de y en j , a: , &c. il efl clair que le raifonnement 
que j'ai fait ( page j6 ) au fujet des équations de con- 

Mij 
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dhion , s'y appliqueroic , & que chaque difFërenciatiott 
donneroic un nombre d'équations égal au quarré du nom* 
bre des variables diminué de Tunité ; & qu'ainfî on par- 
viendroit , à Taide des mêmes principes que ci-deflTus,. 
à déterminer les formes que peut avoir Tintégrale. 

Je ne m'étendrai pas davantage fur ces équations y 
quelqu'intéreflante qu'en puifle être la théorie ; & je 
me contenterai de joindre ici une remarque fur la na- 
ture de$ fondions arbitraires F^ F\ &c. Suppofant donc 
Téquatlon à trois variables : je dis que , difFérencier 
une fon£lion , n*eft autre chofe qu'y fubftituer , pour 

^ y y 9 î i * "*" ^^ 9 y '^ ^y > Z'^^H ^ retrancher la 
fbndîon elle - même de ce qu'elle devient par cette fub- 
flitucion. Donnant donc cette fîgnifîcation à la carac- 
tériftique J , je remarque que fî , au lieu de fuppofer 
que F devienne F -4- dF ^ je fuppofe que F devienne 
F^ -h JF\ JF' étant une autre fonÂion , c'eft-à-dire , ce 
que devient -F pour cette valeur des variables , j'aurai, au 
lieu de JFy F' — P-hdP ; & qu'ainfî je ne pourrai faire 
di{paroître F y que F^ — F ne foit nul; ce qui ne de- 
mande point que la fonâion F^ (oit la même que la 
fonction F, mais feulement qu'elle lui foit égale pour 
cette valeur particulière des variables. Si Téquatiôn eft 
fuppofée du fécond ordre , j'aurai J^F=: F'' — xF' -+- 
F^^dF''— xdF' '\'d''F''i & pour que la fondlîon 
F puidè être éliminée , il faut feulement que , pour la 
râleur particulière àjts variables , F" -i- zF' -^ F Se 
iF^ — dF' foicnt nuls : Se ainfi de fuite. Si donc oa 
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a une courbe dont Tabclde foit ce qu'on voudra , & 
l'ordonnée jFj elle devra , pour le premier ordre y être 
telle qu'iln'y ait pas de faut dans fon cours , c*eft-à-dire, 
être continue ou formée de parties de courbes continues 
qui fe coupent : il faudra pour le fécond , que les diffé- 
rentes courbes dont elle feroit compofée , fe touchent ; 
qu'elles fe touchent à un point d'inflexion pour le 
troifieme, à un point de ferpentement pour le quatrième , 
& ainfî de fuite , mais en fuppofant toujours que l'in- 
tégrale , pour cet ordre , foit auflî compliquée qu'elle 
peut l'être ; car il eft clair que fi l'équation pouvoit avoir 
une intégrale algébrique fans F d'un ordre inférieur , 
les conditions doivent être pour cet ordre. Et fi on avoît 
une équation à quatre variables du premier ordre , par 
exemple , & qu'elle ne contînt qu'une fonction arbitraire 
F, il arriveroit qu'il n'yauroit aucune condition ,& que 
. .s i^ ne feroient affujettis à aucune loi. 

Conclusion g e' ne' râle. 

L A méthode d'intégrer , que je donne dans cet Ou* 
vrage , joint au mérite d'être dire£be , celui de la plus 
grande généralité qui en eft une fuite. Mais le défaut 
d'exiger beaucoup de calcul 6c de travail , auiïi long- 
tems fur -tout qu'il n'y aura pas de tables d'intégrales 
toutes dreffées , fait que jufqucs-là elle ne peut guère 
être d'ufage , que pour les cas qui ont échappé aux 
jnéthodes particulières. La conftruâion de ces tables , 
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pooŒécs même afTez loin y cxigeroic plus de connolC* 
fances que celle des tables des logarithmes, mais moins 
de travail ; feroit incomparablement plus utile , & feroit 
infiniment plus d'honneur à ceux qui cxécuteroient ce 
projet , dont les (difficultés ne font pas purement mé- 
qhaniques , comme i'étoient celles de la conftruâioa 
des tables de logarithmes. 



FIN. 



APPROBATION, 

J'ai lu , par l'ordre de Monfeigneur le Vice - Chancelier , & ap- 
prouvé un Ouvrage qui a pour titre j Du Calcul Intégrale A Paris ^ 
ce 50 Mai 176^. 

LA CHAPELLE, 

Membre de la Soc. Koy. de Londres» 
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ERRA TA. 

Page 3 , ligne 3 , les , /ije:^ ces. 

Page 17 , ligne 7, iV, mettez A^'. 

Page 13 , ligne 6^ dA^ mettez dV. 

Page 30 , ligne 5 , p'dP , mettez p'dF. 

Idem , ligne 8 , pdP\ mettez p'dP'. 

Page 3 1 , ligne 11, dA ^ mettez dA'. 

Page 3} , ligne 25 , i{£M^JR^i/^£: fT, lif. ReM. IV ^ 

Page4o Jignc 15 , ^♦''>:)^*»^^-, mettez e'^'^^^'^r. 
Page ^4, ligne 13, if a *~ ' , mettez if- a '. 
Page 73 ) ligne 1 3 ^ fuppofîcion , /i/2; fubftitutionw 
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